
Geometria 1 Nozioni preliminari/1
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X, Y insiemi 3 X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }
TTD

B
B
B

prodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesianoprodotto cartesiano

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: X × Y 6= Y ×X (coppie ordinate)

R ⊂ X × Y relazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazionerelazione da X a Y

S ⊂ X 3 R(S) = {y ∈ Y | ∃x ∈ S con (x, y) ∈ R} ⊂ Y

T ⊂ Y 3 R−1(T ) = {x ∈ X | ∃ y ∈ T con (x, y) ∈ R} ⊂ X

R| = R∩ (S × T ) ⊂ S × T restrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizionerestrizione di R da S a T

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) R : X M Y notazione diversa per R ⊂ X × Y

2) xR y , x
R
M y, R : x 7M y notazioni diverse per (x, y) ∈ R

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) ∅ , X × Y relazione vuota/piena

2) idX = ∆X = {(x, x) | x ∈ X} ⊂ X ×X identitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentitàidentità di X

3) P = {punti del piano}, R = {rette del piano}
A = {(p, r) ∈ P ×R | p ∈ r} (rel. di appartenenza)

I = {(r, s) ∈ R×R | r ∩ s = punto} (rel. di incidenza)

P = {(r, s) ∈ R×R | r ∩ s = ∅} (rel. di parallelismo)

R relazione da X a Y

3 R−1 = {(y, x) ∈ Y ×X | (x, y) ∈ R}
TTD
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relazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversarelazione inversa di R (da Y a X)

R relazione da X a Y , S relazione da Y a Z

3 S a R = {(x, z) ∈ X × Z | ∃ y ∈ Y con (x, y) ∈ R e (y, z) ∈ S}
TTD

B
B
B

relazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione compostarelazione composta di R e S (da X a Z)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) (R−1)−1 = R e R a idX = R = idY a R
2) in generale R−1

a R 6= idX e R a R−1 6= idY

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: per le relazioni A , I e P definite sopra si ha

A−1
a A = P × P , A a A−1 = ∆R ∪ I , I a I = R×R

I a A = P ×R , P a A = P ×R−A , P a P = P ∪∆R
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f : X M Y relazione da X a Y

funzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzionefunzione
def⇐⇒ per ogni x ∈ X esiste unico y ∈ Y t.c. x

f
M y

(in tal caso si scrive anche f(x) = y)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) f : X M Y , f : Y M Z funzioni ⇒ g a f : X M Z funzione

2) f : X M Y funzione, f| : S M T funzione ⇔ f(S) ⊂ T

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: P ,R insiemi e A , I ,P relazioni definiti sopra

1) ρ : P × P M R definita ((p, q), r) ∈ ρ⇔ {p, q} ⊂ r

non è una funzione, ma lo è ρ| : (P × P −∆P ) M R

2) σ : R×RM P definita ((r, s), p) ∈ σ ⇔ p ∈ r ∩ s
non è una funzione, ma lo è σ| : I M P

3) τ : P ×RM R definita ((p, r), s) ∈ τ ⇔ p ∈ s e rP s

non è una funzione, ma lo è τ| : (P ×R−A) M R

f : X M Y funzione da X a Y

iniettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettivainiettiva
def⇐⇒ per ogni y ∈ Y esiste al più un x ∈ X t.c. x

f
M y

suriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettivasuriettiva
def⇐⇒ per ogni y ∈ Y esiste almeno un x ∈ X t.c. x

f
M y

biiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettivabiiettiva
def⇐⇒ per ogni y ∈ Y esiste unico x ∈ X t.c. x

f
M y

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) f : X M Y , g : Y M Z funzioni

f, g iniettive ⇒ g a f iniettiva ⇒ f iniettiva

f, g suriettive ⇒ g a f suriettiva ⇒ g suriettiva

2) f−1 funzione ⇔ f biiettiva ⇔ f iniettiva e suriettiva

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: P,R,A, I, ρ, σ definiti sopra, (r1, r2) ∈ I, p0 = σ(r1, r2)

ρ| : P × P −∆P M R funz. suriettiva non iniettiva

ρ| : r1× r2 − {(p0, p0)} M R funz. iniettiva non suriettiva

ρ| : r1× r2−{(p0, p0)} M I(r1)∩ I(r2)−A(p0) funz. biiettiva

Relazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insiemeRelazioni su un insieme

R ⊂ Xn relazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-ariarelazione n-aria su X

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) I e P definite sopra sono relazioni binarie su R

2) L = {(p1, p2, p3) | p1, p2, p3 allineati} rel. ternaria su P

3) T = {(p1, p2, p3) | p2 sta tra p1 e p2} rel. ternaria su P
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R relazione binaria su X

riflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessivariflessiva
def⇐⇒ ∆X ⊂ R (cioè: xRx, ∀x ∈ X)

antiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessivaantiriflessiva
def⇐⇒ R∩∆X = ∅ (cioè: xR y ⇒ x 6= y)

simmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetricasimmetrica
def⇐⇒ R = R−1 (cioè: xR y ⇒ yRx)

antisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetricaantisimmetrica
def⇐⇒ R∩R−1 = ∆X (cioè: xR y ∧ yRx⇒ x = y)

transitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitiva
def⇐⇒ R a R ⊂ R (cioè: xR y ∧ yR z ⇒ xR z)

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) I e P def. sopra sono antiriflessive e simmetriche

2) Q = P a P è riflessiva, simmetrica e transitiva

Equivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozientiEquivalenze e quozienti

R relazione binaria su X

equivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenzaequivalenza
def⇐⇒ R riflessiva, simmetrica e transitiva

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) ∼R notazione usuale per equivalenza

2) f : X M Y funzione 3 x1 ∼f x2 ⇔ f(x1) = f(x2)
TTD

Œ Õ <
<
<

relaz. di equiv. indotta da f

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) P,Q relaz. definite sopra, P non equiv., Q equiv.

2) T = {triangoli nel piano}
l : T M R3 def. l(t) = (a ≤ b ≤ c) 3 ∼l congruenza

a : T M R2 def. a(t) = (α ≤ β) 3 ∼a similidutine

A : T M R def. A(t) = Area(t) 3 ∼A “equivalenza”

3) a ≡n b
def⇐⇒ n|(a− b) equiv. su Z (congruenza mod n)

R relazione binaria su X

3 ∼R relazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generatarelazione di equivalenza generata da R
def
== più piccola relaz. di equiv. su X contenente R
== intersez. di tutte le relaz. di equiv. su X contenenti R

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: x ∼R x′ ⇔ ∃ x1, . . . , xn ∈ X con x1 = x , xn = x′, n ≥ 1

t.c. xiRxi+1 ∨ xi+1Rxi , ∀ i = 1, . . . , n− 1

EsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempio: per le relazioni P e Q definite sopra si ha Q = ∼P
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R = ∼R relazione di equivalenza su X

3 [x]R = {y ∈ X | x ∼R y} classe di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenzaclasse di equivalenza di x ∈ X

3 X/R = {[x]R | x ∈ X ′} insieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quozienteinsieme quoziente (X ′ = ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.ins. di rappr.)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) le classi di equiv. formano una partizione di X

(∪x∈X′[x]R = ∪x∈X [x]R = X in quanto x ∈ [x]R ∀x ∈ X,

x ∼R y ⇔ [x]R = [y]R ⇔ [x]R ∩ [y]R 6= ∅

e quindi x 6∼R y ⇔ [x]R 6= [y]R ⇔ [x]R ∩ [y]R = ∅)

2) πR : X M X/R proiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonicaproiezione canonica def. πR(x) = [x]R
3) R coincide con la relaz. di equiv. indotta da πR

(infatti: [x]R ∈ X/R 3 π−1
R ([xR]) = [x]R ⊂ X)

4) f : X M Y funzione 3 X π
M X/∼f O f(X) ⊂ Y

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) R,Q def. come sopra 3 R/Q = {direzioni del piano}
2) Zn

def
== Z/≡n = {[0]n, . . . , [n− 1]n} classi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di restoclassi di resto mod n

3) Z O (N× N)/∼ con (a, b) ∼ (a′, b′) ⇔ a+ b′ = a′ + b

3) Q O (Z× N)/∼ con (a, b) ∼ (a′, b′) ⇔ a b′ = a′b

Insiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinatiInsiemi ordinati

R relazione binaria su X

ordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordineordine
def⇐⇒ R riflessiva, antisimmetrica e transitiva

ordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine strettoordine stretto
def⇐⇒ R antiriflessiva, antisimmetrica e transitiva

ordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totaleordine totale
def⇐⇒ R ordine t.c. X2 −∆X ⊂ R ∪R−1

(cioè: x 6= y ⇒ xR y ∨ yRx)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) ≤R e <R notaz. usuali per ordine e ordine stretto

2) R ordine su X 2 S ordine stretto su X

(infatti: R3 S = R−∆X e S 3R = S ∪∆X)

(X,≤) insieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinatoinsieme ordinato (con ≤ relazione di ordine su X)

S ⊂ X limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.limitato inf.
def⇐⇒ ∃ l ∈ X t.c. l ≤ s, ∀ s ∈ S (l limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.limite inf.)

limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.limitato sup.
def⇐⇒ ∃ l ∈ X t.c. s ≤ l, ∀ s ∈ S (l limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.limite sup.)

limitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitatolimitato
def⇐⇒ limitato inf. e sup.

3 min S = s ∈ S t.c. s limite inf. per S (minimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimominimo)

max S = s ∈ S t.c. s limite sup. per S (massimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimomassimo)
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3 inf S = max{l ∈ X t.c. l lim. inf. per S} (estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.estremo inf.)

supS = min{l ∈ X t.c. l lim. sup. per S} (estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.estremo sup.)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) s = min S ⇔ s = inf S ∈ S , s = max S ⇔ s = supS ∈ S

2) min S ,max S , inf S , supS sono unici (se esistono)

3) ≤ ordine totale, S 6= ∅ finito ⇒ min S e max S esistono

(per induzione su |S| = cardinalità di S)

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) (N,≤) totalm. ordinato, limitato inf. ma non sup.

∅ 6= S ⊂ N ⇒ ∃ min S (2 principio di induzione)

2) (Z,≤) totalm. ordinato, illimitato inf. e sup.

∅ 6= S ⊂ Z limitato inf. (sup.) ⇒ esiste min S (max S)

3) (Q,≤) totalm. ordinato, illimitato inf. e sup.

S = {q ∈ Q | q > 0} 3 inf S = 0 /∈ S (∄ min S)

S = {q ∈ Q | q >
√
2} 3 non esiste inf S

4) (R,≤) totalm. ordinato, illimitato inf. e sup.

∅ 6= S ⊂ R limitato inf. (sup.) ⇒ esiste inf S (supS)

5) (P (X),⊂) ordinato non totalm., limitato inf. e sup.

∅ 6= S ⊂ P (X) ⇒ inf S = ∩Y ∈SY , supS = ∪Y ∈SY

(X,≤) insieme totalmente ordinato

densodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodensodenso
def⇐⇒ ∀x1, x2 ∈ X, x1 < x2 ⇒ ∃x ∈ X t.c. x1 < x < x2

completocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompleto
def⇐⇒ ∀∅ 6= S ⊂ X limitato inf. (sup.) ∃ inf S (supS)

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) (Z,≤) non denso, ma completo (numerabile)

2) (Q,≤) denso, ma non completo (numerabile)

3) (R,≤) denso e completo (non numerabile)

Operazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insiemeOperazioni su un insieme

Xn
M X funzione (x1, . . . , xn) 7M x1 · . . . · xn operaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-ariaoperaz. n-aria su X

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) operazioni su P = {punti del piano}
(p1, p2) 7M p1⋆ p2 = punto medio(p1, p2) oper. binaria

(p1, p2, p3) 7M p1⋆ p2⋆ p3 = baric.(p1, p2, p3) oper. ternaria

2) a operaz. binaria su RelX = {R :XMX relazione} ,
FunX = {f :XMX funz.} e ΣX = {f :XMX biiett.}
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3) + e × (usuali) sono operaz. binarie su N , Z e Q

4) − (usuale) non è operaz. bin. su N, ma lo è su Z e Q

5) / (usuale) non è operaz. bin. su Q, ma lo è su Q− {0}

(x1, x2) 7M x1 · x2 operaz. binaria su X

associativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativaassociativa
def⇐⇒ x1 · (x2 · x3) = (x1 · x2) · x3 , ∀x1, x2, x3 ∈ X

commutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativacommutativa
def⇐⇒ x1 · x2 = x2 · x1 , ∀x1, x2 ∈ X

e ∈ X elemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutroelemento neutro
def⇐⇒ e · x = x = x · e , ∀x ∈ X

x ∈ X elemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inversoelemento inverso di x ∈ X
def⇐⇒ x · x = e = x · x

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) operaz. associativa = il risultato di più operazioni

non dipende dall’ordine di esecuzione 3 x1 · . . . · xn
2) operaz. commutativa = il risultato di un’operazione

non dipende dall’ordine degli operandi

3) elemento neutro unico se esiste (e = e · e′ = e′)

associativa ⇒ inverso di x unico se esiste

(x = x · (x · x′) = (x · x) · x′ = x′)

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) ⋆ op. def. sopra commutativa, ma non associativa

2) a (comp. di appl.) associativa, ma non commutativa

GruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppiGruppi

G = (G, · ) gruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppogruppo (con · operazione binaria su G)
def⇐⇒ 1) x1 · (x2 · x3) = (x1 · x2) · x3 ∀x1, x2, x3 ∈ G (associativa)

2) ∃ e ∈ G t.c. e · x = x = x · e , ∀x ∈ G (elemento neutro)

3) ∀x ∈ G ∃x ∈ X t.c. x · x = e = x · x (inverso di x)

G = (G, · ) gruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativogruppo commutativo (o abelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabelianoabeliano)
def⇐⇒ 1),2),3) e 4) x1 · x2 = x2 · x1 , ∀x1, x2 ∈ G (prop. comm.)

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) (N,+) non è gruppo (∄ elemento neutro)

(Z,+) gruppo comm. (0 elem. neutro, x = −x opposto)

2) (Z, · ) non è gruppo (1 elem. neutro, ma ∄ inversi)

(Q, · ) non è gruppo (1 elem. neutro, ma ∄ inv. di 0)

(Q− {0}, · ) gruppo comm. (1 elem. neutro, x = x−1)
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3) (FunX, a ) e (RelX, a ) non sono gruppi

(idX elem. neutro, ma ∄ inversi: R a R−1 6= idX)

ΣX = (ΣX , a ) gruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazionigruppo delle permutazioni su X

non commutativo (idX elem. neutro, f = f−1)

H ⊂ G = (G, · ) sottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogrupposottogruppo
def⇐⇒ H = (H, · ) gruppo con l’operaz. di G ristretta ad H

⇐⇒ 1) H 6= ∅ (e ∈ H)

2) x1, x2 ∈ H ⇒ x1 · x2 ∈ H

3) x ∈ H ⇒ x ∈ H

S ⊂ G sottoinsieme 3 〈S〉 ⊂ G sottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generatosottogruppo generato da S

〈S〉 def
== più piccolo sottogruppo di G contenente S

== intersezione di tutti i sottogruppi di G contenenti S

== {x1 · . . . · xn | xi ∈ S o xi ∈ S , n ≥ 0}
NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) x ∈ G 3 〈x〉 ⊂ G sottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclicosottogruppo ciclico generato da x

(〈x〉 = {xk | k ∈ Z} dove x0 = e, xk = x · . . . · x se k > 0,

xk = x · . . . · x se k < 0)

2) notazione moltiplicativa per gruppi: (x1, x2) 7M x1 · x2 ,
e = 1 (unità), x = x−1 (inverso), xk = x±1 · . . . · x±1 (pot.)

notazione additiva per gruppi comm.: (x1, x2) 7M x1 + x2 ,

e = 0 (zero), x = −x (opposto), k x = ±x± . . .± x (mult.)

S ⊂ G insieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatoriinsieme di generatori
def⇐⇒ G = 〈S〉

G gruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclicogruppo ciclico
def⇐⇒ ∃x ∈ G tale che G = 〈x〉 (x generatore di G)

G finitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generatofinitamente generato
def⇐⇒ ∃S ⊂ G insieme finito di generatori

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) (Z,+) ciclico infinito (1 e −1 entrambi generatori)

2) (Zn,+) ciclico di ordine n ([k]n gener. ⇔ (k, n) = 1)

3) (Q,+) e (R,+) non finitamente generati

4) Σn
def
== Σ{1,...,n} gruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetricogruppo simmetrico di grado n

(costituito da n! permutaz. (σ(1), . . . , σ(n)), σ ∈ Σn)

non ciclico, finit. gener. da {τi,j trasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizionetrasposizione | i 6= j}
(τi,j def. τi,j(i) = j , τi,j(j) = i , τi,j(k) = k ∀ k 6= i, j)
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ϕ : GM H applicazione tra G = (G, ·G) e H = (H, ·H ) gruppi

omomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismoomomorfismo
def⇐⇒ ϕ(x1 ·G x2) = ϕ(x1) ·H ϕ(x2) , ∀x1, x2 ∈ G

isomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismoisomorfismo
def⇐⇒ ϕ omomorfismo biiettivo

G 5 H
def⇐⇒ ∃ϕ : GM H isomorfismo

TTD
B
B
B

gruppi isomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfiisomorfi

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) ϕ(eG) = eH , ϕ(x−1) = ϕ(x)−1 per ogni x ∈ G

2) G′ ⊂ G sottogruppo ⇒ ϕ(G′) ⊂ H sottogruppo

3) H ′ ⊂ H sottogruppo ⇒ ϕ−1(H ′) ⊂ G sottogruppo

4) ϕ : GM H e ψ : H M K omo. ⇒ ψ a ϕ : GM K omo.

5) ϕ : GM H isomorfismo ⇒ ϕ−1 : H M G isomorfismo
0TTD

B
B

5 è una “relazione di equivalenza” tra gruppi

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) exp : (R,+) M (R− {0}, · ) definita exp(x) = ex

2) η : Z2 M ({−1, 1}, · ) definita η([n]2) = (−1)n

3) π : Σn M Z2 definita π(σ) = [#{σ-scambi}]2 (parit)

4) sgn = η a π : Σn M ({−1, 1}, · ) (segno)

H ⊂ G sottogruppo, x ∈ G

3 x1 ∼H x2
def⇐⇒ x1 · x−1

2 ∈ H relaz. di equiv. (congruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenzacongruenza mod H)

3 [x]H = H · x def
== {h · x | h ∈ H} laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro)laterale (destro) di H in G

H ⊂ G sottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normalesottogruppo normale
def⇐⇒ H · x = x ·H def

== {x · h | h ∈ H} per ogni x ∈ G

⇐⇒ H = x ·H · x−1 per ogni x ∈ G (H invariante per coniugio)

3 (H · x1) · (H · x2) = H · (x1 · x2) per ogni x1, x2 ∈ G

3 G/H = ({H · x | x ∈ G}, · ) gruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quozientegruppo quoziente

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: G gruppo comm. ⇒ ogni sottogruppo di G è normale

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) (Zn,+) 5 (Z,+)/nZ con nZ = {n k | k ∈ Z} ⊂ Z

2) (R,+)/2πZ gruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientatigruppo degli angoli orientati (rotazioni)

ϕ : GM H omomorfismo

3 Imϕ
def
== ϕ(G) ⊂ H sottogruppo (immagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagineimmagine di ϕ)

Kerϕ
def
== ϕ−1(eH) ⊂ G sottogruppo normale (nucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleonucleo di ϕ)
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NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) ϕ : GM H omomorfismo 3 G π
M G/Kerϕ 5 Im ϕ ⊂ H

2) ϕ : GM H omomorfismo iniettivo ⇔ Kerϕ = {eG}
(ϕ(x) = y ⇒ ϕ−1(y) = Kerϕ · x , ∀x ∈ G)

Gruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioniGruppi di trasformazioni

ϕ : G×X M X azioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazioneazione del gruppo G sull’insieme X
def⇐⇒ 1) ϕ(eG, x) = x , ∀x ∈ X

2) ϕ(g1 · g2, x) = ϕ(g2, ϕ(g1, x)) , ∀ g1, g2 ∈ G ∀x ∈ X

⇐⇒ Φ : GM ΣX definito Φ(g)(x) = ϕg(x) = ϕ(g, x) omomorfismo

ϕ : G×X M X azione di G su X

effettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettivaeffettiva
def⇐⇒ Φ : GM ΣX iniettiva (⇒ G 5 Φ(G) = T ⊂ ΣX)

gruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazionigruppo di trasformazioni 0 0  
∂∑H
H
H

liberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberaliberalibera
def⇐⇒ ϕg(x) 6= x , ∀ g ∈ G− {eG} ∀x ∈ X (⇒ effettiva)

transitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitivatransitiva
def⇐⇒ ∀x1, x2 ∈ X ∃ g ∈ G tale che ϕg(x1) = x2

semplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitivasemplicemente transitiva
def⇐⇒ libera e transitiva

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) azione di G = (R,+) su X = {rette del piano} con

ϕx : X M X indotta da rotaz. di x rad. centrata in O

azione non effettiva e non transitiva

2) G = (R,+)/2πZ 3 azione effettiva, non libera/trans.

3) X = {rette orientate} 3 azione libera, non transitiva

4) X = {rette orient. per O} 3 azione sempl. transitiva

ϕ : G×X M X azione di G su X

3 x1 ∼G x2
def⇐⇒ ∃ g ∈ G tale che ϕg(x1) = x2

TTD
Œ Õ <
<
<

relazione di equivalenza indotta dall’azione

3 Orbϕ(x)
def
== [x]G = [x]∼G

= {ϕg(x) | g ∈ G} ϕ-orbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbitaorbita di x ∈ X

3 X/G
def
== X/∼G = {Orbϕ(x) | x ∈ X} insieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbiteinsieme delle orbite

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) Gx = {g ∈ G | ϕg(x) = x} sottogr. stabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatorestabilizzatore di x

2) Orbϕ(x) O G/Gx = insieme (non gruppo) quoziente

risp. all’azione naturale di Gx su G
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3) ϕ azione libera ⇔ Gx = {eG} per ogni x ∈ X

ϕ azione transitiva ⇔ Orbϕ(x) = X per ogni x ∈ X

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) T = gruppo di trasformazioni del piano

X = insieme di figure (sottoinsiemi) del piano

3 azione di T su X se t(x) ∈ X ∀ t ∈ T ∀x ∈ X

3 X/T O X ′ = classif. di X rispetto alla T -equiv.

Tx = gruppo delle T -simmetrie di x ∈ X

2) T = gruppo dei “movimenti rigidi”, X = {triangoli}
x = scaleno,isoscele,equilatero ⇒ Tx 5 {id},Z2,Σ3

CampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampiCampi

K = (K,+ , · ) campocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampocampo (con + e · operazioni binarie su K)
def⇐⇒ 1) (K,+) gruppo comm. con elemento neutro 0K

cioè: 1a) x1+ (x2+ x3) = (x1+ x2) + x3, ∀x1, x2, x3 ∈ K

1b) x+ 0K = x = 0K + x, ∀x ∈ K

1c) ∀x ∈ K ∃ − x ∈ K t.c. x+ (−x) = 0K = (−x) + x

1d) x1+ x2 = x2+ x1, ∀x1, x2 ∈ K

2) (K − {0K}, · ) gruppo comm. con elemento neutro 1K
cioè: 2a) x1 · (x2 · x3) = (x1 · x2) · x3, ∀x1, x2, x3 ∈ K − {0K}

2b) x · 1K = x = 1K · x, ∀x ∈ K

2c) ∀x ∈ K ∃x−1∈ K t.c. x · x−1 = 1K = x−1 · x
2d) x1 · x2 = x2 · x1, ∀x1, x2 ∈ K

3) x1 · (x2+ x3) = (x1 · x2) + (x1 · x3), ∀x1, x2, x3 ∈ K

(proprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributivaproprietà distributiva della somma rispetto al prodotto)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) x1 · x2 = 0K ⇔ x1 = 0K∧ x2 = 0K (annull. del prododdo)

2) 1K 6= 0K 3 〈1K〉 = {nK
def
==n 1K | n ∈ Z} ⊂ (K,+)

3) 〈1K〉 5 Zp con p = 0 o numero primo

carK
def
== p (caratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristicacaratteristica di K)

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) Z = (Z,+ , · ) non è campo (∄ inverso di n 6= ±1)

2) Zp = (Zp,+ , · ) campo ⇔ p numero primo

3) Q = (Q,+ , · ) e R = (R,+ , · ) campi
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K = (K,+ , · , ≤ ) campo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinatocampo ordinato
def⇐⇒ 1) (K,+ , · ) campo

2) (K, ≤ ) totalmente ordinato

3) x1 ≤ x2 ⇒ x1+ x3 ≤ x2+ x3, ∀x1, x2, x3 ∈ K

4) 0K ≤ x1 ∧ 0K ≤ x2 ⇒ 0K ≤ x1x2, ∀x1, x2 ∈ K

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) K campo ordinato ⇒ 0K < 1K ⇒ carK = 0

inoltre 0k ≤ x⇔ −x ≤ 0K (3 prodotto dei segni)

2) K campo ordinato ⇒ K denso (x1 < (x1 + x2)/2 < x2)

K = (K,+ , · , ≤ ) campo ordinato archimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeoarchimedeo
def⇐⇒ K campo ordinato t.c. ∀0K ≤ x ∈ K, ∃nK t.c. x ≤ nK

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) K campo ordinato completo ⇒ archimedeo

2) Q = (Q,+ , · , ≤ ) , R = (R,+ , · , ≤ ) campi archimedei

Campo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri realiCampo dei numeri reali

(qn)n≥1 ⊂ Q successione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchysuccessione di Cauchy
def⇐⇒ ∀m ≥ 1 ∃nm ≥ 1 t.c. |qi − qj | < 1/m ∀ i, j > nm

(qn)n≥1 ∼ (q′n)n≥1 successioni di Cauchy equivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalenti
def⇐⇒ (q1, q

′
1, q2, q

′
2, . . . , qn, q

′
n, . . .) successione di Cauchy

R O {(qn)n≥1 ⊂ Q successione di Cauchy}/ ∼

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) (qn)n≥1 ⊂ Q appross. razionali di r = [(qn)n≥1] ∈ R

2) Q ⊂ R (q O [(q)n≥1] ∈ R per ogni q ∈ Q)

r = [(qn)n≥1] , r
′ = [(q′n)n≥1] ∈ R

3 r +R r
′ = [(qn +Q q

′
n)n≥1] ∈ R

r ·R r′ = [(qn ·Q q′n)n≥1] ∈ R

r ≤R r
′ def⇐⇒ ∃m ≥ 1 t.c. qn ≤Q q

′
n ∀n ≥ m

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) le operazioni su R non dipendono dalle successioni

e coincidono con quelle di Q per r, r′ ∈ Q ⊂ R

2) la relazione ≤ è un ordine totale denso completo su R

e coincide con l’ordine di Q per r, r′ ∈ Q ⊂ R
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Campo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessiCampo dei numeri complessi

C = (C,+ , · ) def
== {x+ y i | x, y ∈ R} con le operazioni definite:

(x+ y i) + (x′ + y′i) = (x+ x′) + (y + y′) i

(x+ y i) · (x′ + y′i) = (xx′ − y y′) + (x y′ + x′y) i

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) R ⊂ C (xO x+ 0 i per ogni x ∈ R)

le operazioni di C estendono quelle di R

2) C = (C,+ , · ) è un campo (non ordinato)

((x+ y i)−1 = (x− y i)/(x2 + y2) , ∀x+ y i ∈ C)

3) i2 = i · i = −1 (i = unità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginariaunità immaginaria)

z = x+ y i ∈ C

3 Re z = x ∈ R parte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte realeparte reale di z

Im z = y ∈ R parte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginariaparte immaginaria di z

3 z = x− y i ∈ C coniugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugatoconiugato di z

3 |z| = √
z · z =

√

x2 + y2 ∈ R modulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulomodulo di z

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) z = z1 + z2 ⇒ z = z1 + z2 , ∀ z1, z2 ∈ C

z = z1 · z2 ⇒ z = z1 · z2 , ∀ z1, z2 ∈ C

z = z ⇔ z = Re z ⇔ z ∈ R

2) |z| ≥ 0 ∀ z ∈ C e |z| = 0 ⇔ z = 0

z = z1 + z2 ⇒ |z| ≤ |z1|+ |z2| , ∀ z1, z2 ∈ C

z = z1 · z2 ⇒ |z| = |z1| · |z2| , ∀ z1, z2 ∈ C

|z| = ±z ⇔ z ∈ R

x = r cosϑ, y = r sin ϑ (con r ≥ 0 e ϑ ∈ R/2πZ)

3 x+ y i = r(cosϑ+ i sin ϑ) = r eiϑ (forma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenzialeforma esponenziale)

3 r eiϑ · r′eiϑ′

= (r r′)ei(ϑ+ϑ′) (con ϑ+ ϑ′ ∈ R/2πZ)

3 (r eiϑ)n = rneinϑ (con n ∈ Z e nϑ ∈ R/2πZ)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) eiπ + 1 = 0 (equazione di Eulero)

2) z = r eiϑ ⇒ z = r e−iϑ e |z| = r

3) ({z ∈ C | |z| = 1} = {eiϑ | ϑ ∈ R/2πZ}, · ) 5 (R,+)/2πZ
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zn = 1 3 z = e2kiπ/n con k = 0, . . . , n− 1 (radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1radici n-esime di 1)

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: Cn = ({e2kiπ/n | k = 0, . . . , n− 1}, · ) 5 (Zn,+)

Teorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebraTeorema fondamentale dell’algebra

C = (C,+ , · ) è un campo algebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiusoalgebricamente chiuso, cioè:

p(z) = anz
n + . . .+ a1z + a0 ∈ C[z] polinomio di grado n ≥ 1

⇒ l’equazione algebrica p(z) = 0 ha soluzione in C

CorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorol. p(z) = anz
n + . . .+ a1z+ a0 ∈ C[z] polinomio di grado n ≥ 1

⇒ ∃ z1, . . . , zk ∈ C t.c. p(z) = an · (z − z1)
µ1 · . . . · (z − zk)

µk

(z = zi soluz. di molteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicitàmolteplicità µi dell’equaz. alg. p(z) = 0)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. per induzione su n ≥ 1 a partire dal caso banale n = 1

p(zi) = 0 ⇒ p(z) divisibile per z − zi ∈ C[z] (teor. del resto)

⇒ p(z) = (z − zi)q(z) con q(z) ∈ C[z] di grado n− 1

CorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorol. p(z) = anz
n + . . .+ a1z+ a0 ∈ R[z] polinomio di grado n ≥ 1

⇒ p(z) è prodotto di polinomi in R[z] di grado ≤ 2

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. per induzione su n ≥ 1 a partire dal caso banale n = 1

p(zi) = 0 con zi ∈ R

⇒ p(z) divisibile per z − zi ∈ R[z]

⇒ p(z) = (z − zi)q(z) con q(z) ∈ R[z] di grado n− 1

p(zi) = 0 con zi /∈ R

⇒ p(zi) = 0 (anz
n
i + . . . a1zi + a0 = anzni + . . . a1zi + a0 = 0)

⇒ p(z) divisibile per (z − zi)(z − zi) ∈ R[z]

⇒ p(z) = (z − zi)(z − zi)q(z) con q(z) ∈ R[z] di grado n− 2

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) R non è algebric. chiuso (x2 + 1 = 0 non ha sol. in R),

C è il più piccolo campo algebric. chiuso contenente R

2) p(z) ∈ C[z] irriducibile ⇔ grado = 1

p(z) ∈ R[z] irriducibile ⇔ grado = 1 o = 2 con ∆ < 0

3) p(z) ∈ R[z] di grado dispari

⇒ l’equazione algebrica p(z) = 0 ha soluzione in R


