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X spazio topologico, ∗ ∈ X (punto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto basepunto base)

Ω(X, ∗)
def
== {ω : [0, 1] M Xcontinua t.c. ω(0) = ω(1) = ∗}
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insieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappiinsieme dei cappi in X con base in ∗

∗ ∈ Ω(X, ∗) definito ∗(t) = ∗ ∀ t ∈ [0, 1] T0 0 0 0 0 cappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costantecappio costante

ω ∈ Ω(X, ∗) 3 ω ∈ Ω(X, ∗) T0 0 0 0 0 cappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inversocappio inverso

definito ω(t) = ω(1− t) ∀ t ∈ [0, 1]

ω1, ω2 ∈ Ω(X, ∗) 3 ω = ω1 · ω2 ∈ Ω(X, ∗) T0 0 0 0 0 concatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazioneconcatenazione

definito ω(t) =

{
ω1(2t) se 0 ≤ t ≤ 1/2

ω1(2t− 1) se 1/2 ≤ t ≤ 1

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) ω · ∗ ≃{0,1} ω ≃{0,1} ∗ · ω ∀ω ∈ Ω(X, ∗)

2) ω · ω ≃{0,1} ∗ ≃{0,1} ω · ω ∀ω ∈ Ω(X, ∗)

3) (ω1 · ω2) · ω3 ≃{0,1} ω1 · (ω2 · ω3) ∀ωi ∈ Ω(X, ∗)

4) ω1 · ω2 ≃{0,1} ω
′
1 · ω

′
2 ∀ωi ≃{0,1} ω

′
i ∈ Ω(X, ∗)
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π1(X, ∗)
def
== (Ω(X, ∗), ·)/≃{0,1}
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gruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentalegruppo fondamentale di (X, ∗)

nota π1(X, ∗) 5 π1(A∗, ∗) con A∗ comp. connessa p.a. di ∗ in X

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) π1(R
m, ∗) 5 0 ∀m ≥ 1

2) π1(S
1, ∗) 5 Z (π : RM R/Z 5 S1, ∗ = π(0) 43

ψ : π1(S
1, ∗)

5
−M Z definito ψ([ω]) = ω̃(1)

con ω̃ unico soll. di ω t.c. ω̃(0) = 0)
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f : X M Y applicazione continua, ∗ ∈ X, f(∗) = ∗ ∈ Y

43 f∗ : π1(X, ∗) M π1(Y, ∗) definita f∗([ω]) = [f a ω]
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omomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indottoomomorfismo indotto da f

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) f∗ ben definita e omomorfismo

2) id∗ = id e (g af)∗ = g∗ a f∗ (π1 : T OP M GR funtore)

3) f : X M Y omeo ⇒ f∗ : π1(X, ∗) M π1(X, ∗) isomorfismo

4) f ≃∗ g : X M Y ⇒ f∗ = g∗ : π1(X, ∗) M π1(Y, ∗)

5) X @ Y ∋ ∗ ⇒ π1(X, ∗) 5 π1(Y, ∗) (X @ ∗ ⇒ π1(X, ∗) 5 0)

Indipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto baseIndipendenza dal punto base

X spazio top., α : [0, 1] M X arco t.c. α(0) = ∗ e α(1) = ∗′

43 α∗ : π1(X, ∗) M π1(X, ∗
′) definita α∗([ω]) = [α · ω · α]

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) α∗ ben definita e omomorfismo

2) α ≃{0,1} β ⇒ α∗ = β∗ : π1(X, ∗) M π1(X, ∗
′)

3) (α · β)∗ = β∗ a α∗ ∀α, β archi in X t.c. α(1) = β(0)

4) α∗ isomorfismo (α∗ a α∗ = idπ1(X,∗) , α∗ a α∗ = idπ1(X,∗′))

5) ω ∈ Ω(X, ∗) ⇒ ω∗ = coniugio per [ω] in π1(X, ∗)

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X spazio topologico connesso p.a.

⇒ π1(X, ∗) 5 π1(X, ∗
′) ∀ ∗, ∗′ ∈ X

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. α arco tra ∗ e ∗′ 3 α∗ : π1(X, ∗)
5

−M π1(X, ∗
′)

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: l’isomorfismo π1(X, ∗) 5 π1(X, ∗
′) non è unicamente

determinato (dipende dalla classe di omotopia di α),

ma lo è a meno di coniugio (β∗ = (α · β)∗ a α∗)

Invarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopicaInvarianza omotopica

H : X × [0, 1] M Y omotopia, ∗ ∈ X

43 αH : [0, 1] M Y arco da h0(∗) ad h1(∗) definito αH(t) = ht(∗)

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. f, g : X M Y applicazioni continue, ∗ ∈ X

H : f ≃ g ⇒ g∗ = αH
∗ af∗
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DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. ω ∈ Ω(X, ∗) 3 Ω : [0, 1]× [0, 1] M Y omotopia

definita ωt = ht a ω ∀ t ∈ [0, 1]

0 1

Ω

i

j

HH

1 = g a ω

ω

ω

0 = f a ω

Yα α

i ≃{0,1} j ⇒ Ω a i ≃{0,1} Ω a j ⇒ g a ω ≃{0,1} α
H · (f a ω) · αH

⇒ g∗([ω]) = [g a ω] = αH
∗ ([f a ω]) = αH

∗ (f∗([ω]))

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. f : X M Y applicazione continua, ∗ ∈ X, f(∗) = ∗ ∈ Y

f equiv. omotopica ⇒ f∗ : π1(X, ∗) M π1(Y, ∗) isomorfismo

(X,Y spazi top. conn. p.a., X ≃ Y ⇒ π1(X, ∗) 5 π1(Y, ∗))

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. g : Y M X, H : g af ≃ idX , K : f a g ≃ idY 43

π1(X, ∗)
f∗

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

id

t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t

π1(Y, ∗)
g∗

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

id

t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t t

π1(X, g(∗))
f∗
0 0 0 0 0 π1(Y, f(g(∗)))

αH
∗

f
f
f
f
f
f
f
f
f
f
f
f
f

αK
∗

f
f
f
f
f
f
f
f
f
f
f
f
f

π1(X, ∗) π1(Y, ∗)

g∗ af∗, f∗ a g∗ iso ⇒ f∗ iso

Calcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentaleCalcolo del gruppo fondamentale

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X spazio topologico connesso p.a., ∗ ∈ X

π1(X, ∗) 5 0 ⇔ X semplicemente connesso

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. ⇐) ω ≃{0,1} ∗ ∀ω ∈ Ω(X, ∗)

⇒) x, y ∈ X, α, β : [0, 1] M X archi tra x e y

⇒ α · β ∈ Ω(X, y) ⇒ α · β ≃{0,1} y

⇒ α ≃{0,1} α · (α · β) ≃{0,1} (α · α) · β ≃{0,1} β
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EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) π1(R
m − {0}, ∗) 5 0 ∀m ≥ 3

2) π1(S
m, ∗) 5 0 ∀m ≥ 2

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X spazio topologico loc. connesso p.a.,

p : X̃ M X rivestimento universale ⇒

π1(X, ∗) 5 Gp = {g ∈ Omeo X̃ | p a g = p} < Omeo X̃

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. F = p−1(∗) ⊂ X̃, ∗̃ ∈ F

3 ϕ : π1(X, ∗) M F definita ϕ([ω]) = ω̃(1) ∀ [ω] ∈ π1(X, ∗)

con ω̃ : [0, 1] M X̃ unico sollevamento di ω t.c. ω̃(0) = ∗̃

ψ : F M Gp definita da ψ(x)(∗̃) = x ∀x ∈ F

3 ρ = ψ a ϕ : π1(X, ∗) M Gp

˜

g1(g2 ))

g2

g ∗

∗

1(˜)

∗(˜)

∗(˜

g1 a ω̃2

ω̃2

ω̃1

p

ω1

ω2

∗

ω1, ω2 ∈ π1(X, ∗)

3 g1 = ρ([ω1]), g2 = ρ([ω2])

g = ρ([ω1 · ω2])

⇒ ˜ω1 · ω2 = ω̃1 · (g1 a ω̃2)

⇒ ˜ω1 · ω2(1) = g1(ω̃2(1))

⇒ g(∗̃) = g1(g2(∗̃))

⇒ g = g1 a g2
⇒ ρ omomorfismo

ϕ,ψ biiettive ⇒ ρ iso

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) T̃m 5 Rm M Tm 5 Rm/Zm ⇒ π1(Tm, ∗) 5 Z
m ∀m ≥ 1

2) P̃m 5 Sm M Pm 5 Sm/Z2 ⇒ π1(P
m, ∗) 5 Z2 ∀m ≥ 2

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X1, X2 spazi topologici connessi per archi

⇒ π1(X1 ×X2, ∗) 5 π1(X1, ∗)× π1(X2, ∗)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. Ω(X1 ×X2, ∗) −M Ω(X1, ∗)×Ω(X2, ∗)

ω Ä0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 (ω1 = π1 a ω, ω2 = π2 a ω)

}
biiettiva

H : ω ≃{0,1} ω
′ ⇔ Hi = πi a H : ωi ≃{0,1} ω

′
i con i = 1, 2

⇒ π1∗ × π2∗ : π1(X1 ×X2, ∗) M π1(X1, ∗)× π1(X1, ∗) iso
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Per calcolare π1(X, ∗) con X = X1 ∪X2 e ∗ ∈ X1 ∩X2 in termini di

π1(X1, ∗) e π1(X2, ∗) serve la nozione di prodotto libero di gruppi.

A insieme 3 W (A)
def
== ({a1 . . . an | ai ∈ A, n ≥ 0}, · )

con a1 . . . an · a
′
1 . . . a

′
m = a1 . . . ana

′
1 . . . a

′
m

(monoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parolemonoide delle parole sull’alfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabetoalfabeto A)

G,H gruppi 3 G ∗ H
def
== W (G ⊔H)/∼ T0 0 0 0 0 prodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto liberoprodotto libero

con ∼ generata da: g1g2 ∼ g se g1 · g2 = g in G

h1h2 ∼ h se h1 · h2 = h in H

eH ∼ eG ∼ ∅

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) G ∗ H è un gruppo (non abeliano se G,H 6 0)

2) G,H < G ∗ H (x 7M [x]), G ∗ H = H ∗ G, G ∗ 0 5 G

3) ∀ϕ : GM K , ψ : H M K omomorfismi

∃! ρ : G ∗ H M K omomorfismo t.c. ρ|G = ϕ e ρ|H = ψ

4) Ab(G ∗ H) 5 AbG×AbH

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) Z2 ∗ Z2 5 〈a〉 ∗ 〈b〉 è infinito (Z 5 〈ab〉 < 〈a〉 ∗ 〈b〉)

2) Z ∗ . . . ∗ Z 5 〈a1〉 ∗ . . . ∗ 〈an〉 = {[ae1i1 . . . a
ek
ik
]|ei ∈ Z, k ≥ 0}

〈a1, . . . , an〉
def
== 〈a1〉 ∗ . . . ∗ 〈an〉 5 Z ∗ . . . ∗ Z

TT§—H
HH
H

gruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo liberogruppo libero generato da a1, . . . , an

G 5 〈a1, . . . , an |w1, . . . , wl〉
def
== 〈a1, . . . , an〉/〈|w1, . . . wl|〉

TTD
Œ Õ <
< <

presentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazionepresentazione (finita) di G con generatorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratorigeneratori a1, . . . an e

relazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazionirelazioni w1, . . . , wl ∈ 〈a1, . . . , an〉 (parole in W ({aei}
e∈Z

i=1,...,n))

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) ∀ f : {a1, . . . , an} M H applicazione con H gruppo

∃!ϕ : 〈a1, . . . , an〉 M H omomorfismo t.c. ϕ(ai) = f(ai)

2) ∀ f : {a1, . . . , an} M H t.c. ϕ(w1) = . . . = ϕ(wm) = eH
∃!ψ : 〈a1, . . . , an|w1, . . . , wm〉 M H omom. t.c. ψ(ai) = f(ai)

3) ψ : 〈a1, . . . , an |w1, . . . , wl〉 M G iso t.c. ψ(ai) = gi
⇒ G = 〈g1, . . . , gn〉 (g1, . . . , gn generatori per G )

ge1i1 · . . . · gekik = eG ⇔ ae1i1 . . . a
ek
ik

∼w1,...,wl
∅

con ∼w1,...,wl
generata da ∼ e w1 ∼ . . . ∼ wl ∼ ∅
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4) non tutti i gruppi hanno una presentazione finita

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) 0 5 〈 〉, Z 5 〈a〉, Zn 5 〈a | an〉

2) Z
n 5 〈a1, . . . , an | [ai, aj] = aiaja

−1
i a−1

j , i, j = 1, . . . n〉

3) G 5 〈a1, . . . , an |w1, . . . , wl〉, H = 〈|v1, . . . , vk|〉 < G

⇒ G/H 5 〈a1, . . . , an |w1, . . . , wl, v1, . . . , vk〉

⇒ AbG 5 〈a1, . . . , an |w1, . . . , wl, [ai, aj], i, j = 1, . . . , n〉

4) G 5 〈a1, . . . , an |w1, . . . , wl〉, H 5 〈b1, . . . , bm | v1, . . . , vk〉

⇒ G ∗ H 5 〈a1, . . . , an, b1, . . . , bm |w1, . . . , wl, v1, . . . , vk〉

⇒ G×H 5 〈a1,..., an, b1,..., bm |w1,..., wl, v1,..., vk, [ai, bj]〉

Teorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van KampenTeorema di Seifert -Van Kampen

X = X1 ∪X2 spazio topologico, X1, X2 ⊂ X aperti

X1, X2, X0 = X1 ∩X2 connessi p.a., ∗ ∈ X0

⇒ π1(X, ∗) 5 π1(X1, ∗) ∗π1(X2, ∗)/〈|j1∗(ω)j2∗(ω)
−1, ω ∈ π1(X0, ∗)|〉

dove j1 : X0 M X1 e j2 : X0 M X2 sono le inclusioni

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. i1 : X1 M X e i2 : X2 M X inclusioni

3 ϕ = i1∗ ∗ i2∗ : π1(X1, ∗) ∗ π1(X2, ∗) M π1(X, ∗) omomorf.

0

0

1

1

1

H

∗

∗

ω

α

α
β

β

γ
γδ

δ

ω

X1

X

ωi

ωi

X1

X2

ω ∈ π1(X, ∗) 3 ω ≃{0,1} ω1 · . . . · ωn con ωi ⊂ X1 o X2 ⇒ ϕ epi

H : ω ≃{0,1} ∗ 3 succ. di omotopie α · β ≃{0,1} γ · δ ⊂ X1 o X2

e identificazioni j1 a ε = j2 a ε con ε ⊂ X0

⇒ kerϕ = 〈|j1∗(ω)j2∗(ω)
−1, ω ∈ π1(X0, ∗)|〉
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NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: π1(X1, ∗) 5 〈ai |wj〉, π1(X2, ∗) 5 〈bi | vj〉, π1(X0, ∗) 5 〈ci |uj〉

⇒ π1(X, ∗) 5 〈ai, bi |wj , vj , j1∗(ci)j2∗(ci)
−1〉

CorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorol. X = X1 ∪X2 spazio topologico, X1, X2 ⊂ X aperti

X1, X2, X0 = X1 ∩X2 connessi p.a., ∗ ∈ X0

1) π1(X1, ∗) 5 0, π1(X2, ∗) 5 0 ⇒ π1(X, ∗) 5 0

2) π1(X0, ∗) 5 0, π1(X2, ∗) 5 0 ⇒ π1(X, ∗) 5 π1(X1, ∗)

3) π1(X0, ∗) 5 0 ⇒ π1(X, ∗) 5 π1(X1, ∗) ∗ π1(X2, ∗)

4) π1(X2, ∗) 5 0 ⇒ π1(X, ∗) 5 π1(X1, ∗)/〈|j1∗(π1(X0, ∗))|〉

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) X1, . . . , Xn spazi topologici conn. p.a., ∗i ∈ Xi

3 X1 ∨ . . . ∨Xn
def
== X1 ⊔ . . . ⊔Xn/∗1 ∼ . . . ∼ ∗n

TT§—H
HH
H

unione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntataunione puntata

Xi localmente sempl. conn. in ∗i
⇒ π1(X1 ∨ . . . ∨Xn, ∗) 5 π1(X1, ∗) ∗ . . . ∗ π1(Xn, ∗)

in particolare: π1(S
1 ∨ . . . ∨ S1, ∗) 5 Z ∗ . . . ∗ Z

2) Sm = (Sm − {p1}) ∪ (Sm − {p2}) con m ≥ 2

Sm − {pi} 5 Rm semplicemente connesso

(Sm − {p1}) ∩ (Sm − {p2}) 5 Rm − {0} conn. p.a.

⇒ π1(S
m, ∗) 5 0 per ogni m ≥ 2

Nota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusivaNota conclusiva

Per ogni spazio topologico X connesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archi, poniamo:

π1(X)
def
== π1(X, ∗) (indipendente da ∗ a meno di iso)

H1(X)
def
== Abπ1(X) (indipendente da ∗)
TT§—H

HH
H

1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia1◦ gruppo di omologia di X

H1(X) contiene meno informazioni di π1(X), ma esiste un

algoritmo generale per la sua classificazione a partire da una

presentazione finita (cf. teorema di struttura dei gruppi abeliani

finitamente generati). Un analogo algoritmo non esiste nel caso

non abeliano, neppure per sapere se π1(X) 5 0.


