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Proprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologicheProprietà topologiche

P proprietà riferita a (classe di) spazi topologici

P prop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologicaprop. topologica
def
⇐⇒ P è invariante per omeomorfismi

(cioè X 5 Y ⇒ [X ∈ P ⇔ Y ∈ P])

⇐⇒ P si può esprimere mediante la sola

struttura topologica (ap., int., basi, . . . )

X è localmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in xlocalmente P in x
def
⇐⇒ ∃Bx tale che B ∈ P per ogni B ∈ Bx

X è localmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente Plocalmente P
def
⇐⇒ X è localmente P in x per ogni x ∈ X

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) localmente P è una proprietà topologica (localelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocalelocale)

(∃ I ∈ Ix, J ∈ Iy, I 5 J ⇒ [X loc.P in x ⇔ Y loc.P in y])

2) in generale P :; loc.P (⇒ vale se P è ereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditariaereditaria)

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) P = topologia banale (banale :⇒ loc. banale)

2) P = topologia discreta (discreto ⇔ loc. discreto)

Assiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazioneAssiomi di separazione

X spazio topologico

T1
def
⇐⇒ ∀x 6= y ∈ X ∃A,B aperti t.c. x ∈ A 6∋ y e y ∈ B 6∋ x

(⇔ {x} chiuso in X per ogni x ∈ X)⇑

T2
def
⇐⇒ ∀x 6= y ∈ X ∃A,B aperti t.c. x ∈ A, y ∈ B e A ∩B = ∅

(⇔ “lim. unici”: f, g : D M X cont. ⇒ {f = g} ch. in D)⇑

T3
def
⇐⇒ T1 + ∀x ∈ X ∀C ⊂ X chiuso t.c. x /∈ C

∃A,B aperti t.c. x ∈ A, C ⊂ B e A ∩B = ∅

(⇔ ∀x ∈ X ∃Bx base di intorni chiusi)
⇑

T4
def
⇐⇒ T1 + ∀C,D ⊂ X chiusi t.c. C ∩D = ∅

∃A,B aperti t.c. C ⊂ A, D ⊂ B e A ∩B = ∅

(T2 = HausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorffHausdorff T3 = regolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolare T4 = normalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormalenormale)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) senza T1 in T3 e T4 non si avrebbe T4 ⇒ T3 ⇒ T2

2) T1 ; T2 (Xcof con X insieme infinito)
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3) T2 ; T3 (RQ = (R, 〈{{x} ∪ (]a, b[ ∩Q) | a < x < b ∈ R}〉))

4) T3 ; T4 (R[[
2 con R[[ = (R, 〈{[a, b[ | a < b ∈ R}〉))

Conservazione degli assiomi di separazione:

sottospazi unioni prodotti quozienti

T1 SI SI SI NO

T2 SI SI SI NO

T3 SI SI SI NO

T4 NO (SI per ch.) SI NO NO (R[[
2)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) unioni: S ⊂ X1 ⊔ . . . ⊔Xn ap./ch. ⇔ S ∩Xi ap./ch. ∀ i

2) quozienti:

MetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilitàMetrizzabilità

X = XT sp. top. metrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabilemetrizzabile
def
⇐⇒ ∃ d metrica su X t.c. T = Td

(metrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibilemetrica compatibile con T )

Conservazione della metrizzabilità

sottospazi unioni prodotti quozienti

SI SI SI NO

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) d ∼ d con d(x, y)
def
==min{d(x, y), 1}

2) Y ⊂ (X, d) ⇒ (Td)|Y = T(d|Y) (d|Y = metrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indottametrica indotta su Y )

3) unioni: di metrica per Xi ⇒ d metrica per X1 ⊔ . . . ⊔Xn

con d(x, y) =

{
di(x, y) se x, y ∈ Xi

1 altrimenti

4) prodotti: di met. per Xi ⇒ d, d′, d′′ met. per X1 × . . .×Xn

con d(x, y) = maxi di(xi, yi)

d′(x, y) = Σidi(xi, yi)

d′′(x, y) =
√
Σidi(xi, yi)2

5) quozienti:
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EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: Rm, Bm, Sm, Im, Tm, Xdisc sono metrizzabili

Applicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metriciApplicazioni tra spazi metrici

f : X M Y con X = (X, d) e Y = (Y, d) spazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metricispazi metrici

continua ⇐⇒ ∀x ∈ X ∀ ε > 0 ∃ δ(x, ε) > 0 tale che

d(x, x′) ≤ δ ⇒ d(f(x), f(x′)) ≤ ε

uniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continuauniformemente continua
def
⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 tale che

d(x, x′) ≤ δ ⇒ d(f(x), f(x′)) ≤ ε

k-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitzianak-lipschitziana
def
⇐⇒ δ(ε) = ε/k cioè d(f(x), f(x′)) ≤ k d(x, x′)

(applicazione) isometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometricaisometrica
def
⇐⇒ d(f(x), f(x′)) = d(x, x′)

isometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometriaisometria
def
⇐⇒ f biunivoca e isometrica

⇐⇒ f biunivoca, f e f−1 isometriche

(X, dX) 5 (Y, dY )
TTD

B
B
B

spazi isometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometriciisometrici (metricamente equivalenti)

def
⇐⇒ ∃ f : (X, dX) M (Y, dY ) isometria

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) f isometrica ⇒ lipschitz. ⇒ unif. cont. ⇒ continua

f isometrica ⇒ immersione (f : X M f(X) isometria)

(isom. lipschitz. e unif. cont. dipendono dalle metriche)

2) f : X M Y , g : Y M Z unif. cont./lipschitz./isometrica

⇒ g af : X M Z unif. cont./lipschitz./isometrica

3) f isometria ⇒ f omeomorfismo e f−1 isometria
0TTD

B
B

quindi 5 è una “relazione d’equivalenza” tra sp. met.

4) Isom(X, d)
def
== {h : X M X | h isometria} < Omeo(X, Td)

Funzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metriciFunzioni reali su spazi metrici

X = (X, d) spazio metrico

x0 ∈ X 3 ϕx0 : X M R definita ϕx0(x) = d(x, x0)

S ⊂ X 3 ϕS : X M R definita ϕS(x) = d(x, S)
def
==infs∈S d(x, s)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) ϕx0 e ϕS sono 1-lipschitziane

2) ClS = ϕ−1
S (0) = {x ∈ X | d(x, S) = 0}
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Lemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di UrysohnLemma di Urysohn per spazi metrizzabili (vale anche per sp. T4)

X spazio top. metrizzabile, C,D ⊂ X chiusi tale che C ∩D = ∅

⇒ ∃ f : X M [0, 1] continua tale che f(C) = 0 e f(D) = 1

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. f = ϕC/(ϕC + ϕD)

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X spazio top. metrizzabile ⇒ X spazio top. T4

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. x 6= y 3 A = B(x, d/2) e B = B(y, d/2) con d = d(x, y) > 0

C,D 3 f (Urysohn) 3 A = f−1(
[
0, 1

2

[
) e B = f−1(

]
1
2 , 1

]
)

Teorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di TietzeTeorema di Tietze per spazi metrizzabili (vale anche per sp. T4)

X sp. top. metrizzabile, C ⊂ X chiuso, f : C M [0, 1] continua

⇒ ∃ g : X M [0, 1] continua t.c. g|C = f (estensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continuaestensione continua)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. [0, 1] si può sostituire con [−1, 1] 5 [0, 1]

Lemma di Urysohn + induzione 3 gn : X M [−1, 1]

t.c. 1) g0 = 0 e gn continua per ogni n ≥ 1

2) |f(x)− gn(x)| ≤ 2n/3n ∀x ∈ C ∀n ≥ 1

3) |gn+1(x)− gn(x)| ≤ 2n+1/3n+1 ∀x ∈ X ∀n ≥ 1

(gn 3 C±
n = {x ∈ C | ± (f(x)− gn(x)) ≥ 2n/3n+1}

C±
n ⊂ C chiusi in X 3 hn : X M [−2n/3n+1, 2n/3n+1]

t.c. hn(C
±
n ) = ±2n/3n+1

3 gn+1 = gn + hn)

f gn

2n/3n

2n/3n

2n/3n+1

2n/3−

−

−

n+1

C+ −

n Cn

hn

3 g = limnM∞ gn : X M [−1, 1] continua t.c. g|C = f
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Assiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilitàAssiomi di numerabilità

X spazio topologico

I numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabileI numerabile
def
⇐⇒ ∀x ∈ X ∃Bx base di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabilebase di intorni numerabile

II numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabileII numerabile
def
⇐⇒ ∃B base numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabilebase numerabile per la topologia

separabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabileseparabile
def
⇐⇒ ∃D ⊂ X denso numerabile

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) X spazio topologico metrizzabile ⇒ I-numerabile

(Bx = {B(x, 1/n) |n ≥ 1} base di intorni numerabile)

2) Rm è II-numerabile e separabile

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) II-numerabile ⇒ I-numerabile e separabile

(B = {Bn |n ≥ 1} 3 D = {xn ∈ Bn |n ≥ 1})

2) I-numerabile e separabile ; II-numerabile (R[[)

3) I-numerabile ; separabile (Rdisc)

4) separabile ; I-numerabile (Rcof)

Conservazione degli assiomi di numerabilità:

sottospazi unioni prodotti quozienti

I-num. SI SI SI NO (R2/R)

II-num. SI SI SI NO (R2/R)

separabile NO (−∆⊂R[[
2) SI SI SI

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) I-num. e II-num.: dalle proprietà delle basi

2) separabile: Di denso in Xi per ogni i = 1, . . . , n

⇒ D1 ⊔ . . . ⊔Dn denso in X1 ⊔ . . . ⊔Xn

D1 × . . .×Dn denso in X1 × . . .×Xn

f : X M Y continua, X sep. ⇒ f(X) sep.

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X spazio topologico I-numerabile:

1) ClE = {x = lim xn con (xn)n≥1 ⊂ E} per ogni E ⊂ X

2) f : X M Y continua ⇔ [lim xn = x ⇒ lim f(xn) = f(x)]

(lim xn = x
def
⇐⇒ ∀ I ∈ Ix ∃n ≥ 1 tale che xn ∈ I ∀n ≥ n)
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DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. 1) Bx = {Bn}n≥1 base di int. numerabile 3

x ∈ ClE ⇔ ∀n ≥ 1 ∃xn ∈ E ∩B1 ∩ . . . ∩Bn

2) f continua ⇔ f(ClE) ⊂ Cl(f(E)) ∀E ⊂ X

⇔ lim f(xn) = f(x) ∀ (xn)n≥1 ⊂ X t.c. lim xn = x

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X spazio top. metrizzabile e separabile ⇒ II-numerabile

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. D ⊂ X denso 3 B = {B(xm, 1/n) |xm ∈ D,n ≥ 1}

x ∈ A ∈ T 3 B(x, ε) ⊂ A

3 n > 2/ε 3 xm ∈ B(x, 1/n)

⇒ x ∈ B(xm, 1/n) ⊂ A

A

B(x,

B(x

ε

m, 1/n)

)x
xm

Teorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di LindelöfTeorema di Lindelöf

X spazio top. II-numerabile, A ricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento apertoricoprimento aperto di X

⇒ ∃ {An}n≥1 ⊂ A sottoricoprimento numerabile

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. B base numerabile 3 BA = {B ∈ B | ∃A ∈ A t.c. B ⊂ A}

BA = {Bn}n≥1 3 {An}n≥1 ⊂ A con Bn ⊂ An per ogni n

Partizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unitàPartizioni dell’unità

X spazio topologico

f : X M R 3 supp f
def
== Cl(f−1(R− {0})) T0 0 0 0 0 supportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupportosupporto di f

Λ = {λn : X M [0, 1]}n≥1 partizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unitàpartizione dell’unità su X
def
⇐⇒ 1) λn continua per ogni n ≥ 1

2) {suppλn}n≥1 famiglia localmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finitalocalmente finita

3) Σn≥1λn = 1 (la somma è localmente finita)

Λ partizione dell’unità subordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad Asubordinata ad A (ricop. ap. di X)
def
⇐⇒ 4) ∀n ≥ 1 ∃A ∈ A tale che suppλn ⊂ A

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X spazio top. metriz. II-numerabile, A ricop. aperto di X

⇒ ∃Λ = {λn}n≥1 partizione dell’unità subordinata ad A
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DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. A 3 B = {Bx | x ∈ Bx ⊂ Bx ⊂ Ax ∈ A , x ∈ X} ricop. aperto

3 C = {Cx | x ∈ Cx ⊂ Cx ⊂ Bx , x ∈ X} ricop. aperto

3 C′ = {Cn = Cxn
}n≥1 sottoricoprimento numerabile

3 {ηn : X M [0, 1]}n≥1 t.c. ηn(Cn) = 1 e supp ηn ⊂ Bn

3 {λn : X M [0, 1]}n≥1 t.c. λ1 = η1 e λn = ηn(1−Σi<nλi)

(Σi≤nλi|Cn
= 1 ⇒ λm|Cn

= 0 ∀m > n ⇒ Λ part. unità

suppλn ⊂ supp ηn ⊂ An ∀n ≥ 1 ⇒ Λ subord. ad A)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) A = {An}n≥1 numer. 3 Λ = {λn}n≥1 t.c. suppλn ⊂ An

2) {fn : An M Rm}n≥1 3 f : X M Rm

(f = Σn≥1λnf̃n con f̃n|An
= fn e f̃n|X−An

= 0 ∀n ≥ 1)

t.c. 1) fn continua per ogni n ≥ 1 ⇒ f continua

2) ‖fn−fn′‖ < ε in An ∩An′ ∀n, n′ ≥ 1 ⇒ ‖f−fn‖ < ε

3) fn(x) = v per ogni n ≥ 1 ⇒ f(x) = v

CompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezzaCompattezza

X spazio topologico compattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompattocompatto
def
⇐⇒ ∀A ricop. aperto di X ∃ {A1, . . . , An} ⊂ A sottoricop. finito

⇐⇒ ∀A ric. ap. basico di X ∃ {A1, . . . , An} ⊂ A sottoricop. finito

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) [0, 1] ⊂ R è compatto

(A ric. ap. 3 T = {t ∈ [0, 1] | [0, t] ⊂ A1 ∪ . . . ∪An}

s = supT ∈ [0, 1] ⇒ s ∈ A ∈ A ⇒ s = 1 ∈ T )

2) X ⊂ Rm compatto ⇔ chiuso e limitato

(conservazione della compattezza + prop. seguente)

Conservazione della compattezza:

sottospazi unioni prodotti quozienti

NO (SI per ch.) SI SI SI

f : X M Y continua, X compatto ⇒ f(X) compatto
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NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) sottospazi: proposizione seguente

2) unioni: X = X1 ∪ . . . ∪Xn con Xi ⊂ X comp. ⇒ X comp.

3) prodotti: A ric. ap. basico di X × Y 43

Ax = {Ax
1×Bx

1 , . . . , A
x
nx
×Bx

nx
} t.c. {x}×Y ⊂ ∪Ax

⇒ Ax×Y ⊂ ∪Ax con Ax = Ax
1 ∩ . . . ∩Ax

nx
aperto

3 {Ax1 , . . . , Axn} t.c. X = Ax1 ∪ . . . ∪Axn

⇒ Ax1∪ . . . ∪ Axn ⊂ A sottoricop. finito

4) appl. cont.: B ric. ap. di Y ⇒ A = f−1(B) ric. ap. di X

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. 1) X spazio top. compatto, Y ⊂ X chiuso ⇒ Y compatto

2) X spazio topologico T2, Y ⊂ X compatto ⇒ Y chiuso

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. 1) A ric. ap. di Y 3 Ã = {Ã |A ∈ A} ∪ {X−Y } ric. ap. di X

3 {Ã1, . . . , Ãn, X−Y } ⊂ Ã 3 {A1, . . . , An} ⊂ A ric. finito

2) x ∈ X − Y , y ∈ Y 3 Ay, By ap. disg. t.c. x ∈ Ay e y ∈ By

3 A = Ay1 ∩ . . . ∩Ayn
, B = By1 ∪ . . . ∪Byn

aperti disg.

t.c. x ∈ A e Y ⊂ B (⇒ A ⊂ X − Y )

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X spazio topologico compatto T2 ⇒ T4

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. 1) T2 ⇒ T3 segue dalla dimostrazione precedente

2) T3 ⇒ T4 analoga con D ⊂ X − Y chiuso al posto di x

C C

y
By

y
By Ay

Ay

x D

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) X spazio topologico compatto T2 ⇒ localmente compatto

2) X spazio topologico localmente compatto T2 ⇒ T3

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X spazio topologico compatto, Y sp. top. T2

f : X M Y continua e biunivoca ⇒ omeomorfismo

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. C ⊂ X chiuso ⇒ C compatto (con la top. indotta)

⇒ f(C) compatto ⇒ f(C) ⊂ Y chiuso
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NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: X spazio topologico compatto, Y spazio topologico T2

f : X M Y cont. (su) ⇒ f/∼f : X/∼f M Y immers. (omeo.)

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) [0, 1]/0 ∼ 1 5 S1

2) Bm/x ∼ x′ ∀x, x′ ∈ Sm−1 = Bm/Sm−1
5 Sm

3) Bm

/x ∼ −x ∀x ∈ Sm−1 5 Pm

CompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioniCompattificazioni

X̃ compattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazionecompattificazione di X spazio topologico T2
def
⇐⇒ X̃ spazio topologico compatto T2 tale che X ⊂ X̃ denso

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) X compatto T2 ⇒ X̃ = X è l’unica compattif. di X

2) X sp. top. T2 ma non T3 ⇒ X non ha compattif.

3) i : X M Y immersione densa con Y sp. top. compatto T2

⇒ Y compattif. di i(X) 5 X 3 X̃ 5 Y compattif. di X

4) h : X M Y omeo con X,Y sp. top. T2

3 {compattif. di X} O {compattif. di Y }

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) R 5 ]−1, 1[ 3 R̃ = R ∪ {−∞,+∞} 5 [−1, 1]

2) [−1, 1]/−1 ∼ 1 5 S1
3 R̂ = R ∪ {∞} 5 S1

3) Rm
5 IntBm

3 R̃m
5 Bm

4) Rm ⊂ Pm
3 Rm = Pm (Rm

5 R̃m/∼)

5) Bm/Sm−1
5 Sm

3 R̂m = Rm ∪ {∞} 5 Sm

X̂ compattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroffcompattificazione di Alexandroff di X sp. top. T2 non compatto
def
⇐⇒ X̂ compattificazione di X t.c. X̂ = X ∪ {∞}

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X spazio top. T2 localmente compatto non compatto

⇒ ∃ X̂ compattificazione di Alexandroff di X

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. X̂ = X ⊔ {∞}, T̂ = T ∪ {(X −K) ∪ {∞} | K ⊂ X compatto}

X̂ = (X̂, T̂ ) compatto (A ric. ap. ⇒ ∃ (X −K) ∪ {∞} ∈ A)

X loc. compatto T2 ⇒ X̂ è T2

X non compatto ⇒ X ⊂ X̂ è denso
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NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) vale anche il viceversa: ∃ X̂ ⇒ X loc. compatto

2) X̂ è unica a mano di omeo canonici (= idX su X)

3) h : X M Y omeo 3 ĥ : X̂ M Ŷ omeo (ĥ|X = h, ĥ(∞) = ∞)

EsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempio: R̂m
5 Sm

(0, . . . , 0, 1)
Sm

Rm+1

Rm

0

p

ϕ

ϕ(p)

ϕ : Sm − {(0, . . . , 0, 1)} M Rm biunivoca
TT§—H

H
H
H

proiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereograficaproiezione stereografica

ϕ(x1, . . . , xm+1) = (x1, . . . , xm)/(1− xm+1)

ϕ−1(x1, . . . , xn) = (2x1, . . . , 2xn, ‖x‖
2 − 1)/(‖x‖2 + 1)

ϕ omeo ⇒ ϕ̂ : Sm
M R̂m omeo

Compattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabiliCompattezza negli spazi metrizzabili

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X spazio top. compatto metrizzabile ⇒ separabile (II-num.)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. Bn = {B(x, 1/n) |x ∈ X} ricoprimento aperto per ogni n ≥ 1

3 {B(xi,n, 1/n) | i = 1, . . . ,mn} sottoricoprimento finito

⇒ D = {xi,n | i = 1, . . . ,mn , n ≥ 1} denso in X

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X spazio topologico metrizzabile, sono equivalenti:

1) X compatto

2) S ⊂ X infinito ⇒ S′ 6= ∅ (Bolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-WeierstrasseBolzano-Weierstrasse)

3) ∀ (xn)n≥1 ⊂ X ∃ (xni
)i≥1 M x ∈ X (comp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successionicomp. per successioni)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. 1) ⇒ 2) S′ = ∅ ⇒ S chiuso e discreto ⇒ S finito

2) ⇒ 3) {xn}n≥1 finito ⇒ ∃ (xni
)i≥1 t.c. xni

= x ∀ i ≥ 1

{xn}n≥1 infinito ⇒ ∃x ∈ X di acc. per {xn}n≥1

⇒ ∃ (xni
)i≥1 t.c. xni

∈ B(x, 1/i) ⇒ (xni
)i≥1 M x
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3) ⇒ 1) 3) ⇒ Bn = {B(x, 1/n) |x ∈ X} 3 An sottoric. finito

⇒ X è II-numerabile (∪nAn base numerabile)

A ric. aperto 3 {An}n≥1 sottoric. numerabile

∄ sottoric. finito di A (per assurdo)

3 (xn)n≥1 ⊂ X t.c. xn /∈ A1 ∪ . . . ∪An

⇒ (xn)n≥1 non ha sottosucc. convergenti

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) compatto ⇒ B.-W. vale anche per spazi non metriz.

2) (X, d) sp. metrizzabile compatto :⇒ limitato

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. (X, d) spazio metrico compatto, A ricoprimento aperto

⇒ ∃ ε > 0 t.c. B(x, ε) ⊂ Ax ∈ A ∀x ∈ X (num. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesguenum. di Lebesgue)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. A3 B = {B(x, εx) |x ∈ X} con B(x, 2εx) ⊂ Ax ∈ A ∀x ∈ X

{B(xi, εxi
) | i = 1, . . . , n} sottoric. finito

3 ε = min{εx1 , . . . , εxn
}

xi

A

B(x, )
x

ε

ε

εB(xi, xi

xi

2B(xi, xi
)

)

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. f : (X, d) M (Y, d) con X compatto

f continua ⇒ f uniformemente continua

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. ε > 0 3 B = {B(y, ε/2) | y ∈ Y } ricoprimento aperto di Y

3 A = {f−1(B(y, ε/2)) | y ∈ Y } ricoprimento aperto di X

3 δ(ε) = numero di Lebesgue per A

Spazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completiSpazi metrici completi

(X, d) spazio metrico completocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompletocompleto
def
⇐⇒ [(xn)n≥1 succ. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchysucc. di Cauchy

0TTD
Œ Õ <
<

∀ ε > 0 ∃n ≥ 1 t.c. n′, n′′ ≥ n ⇒ d(xn′ , xn′′) < ε

in X ⇒ (xn)n≥1 convergente in X]
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NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) la completezza non è una prop. topologica (dipende da d)

2) (X, Td) sp. top. compatto ⇒ (X, d) sp. met. completo

3) (X, d) completo ⇒ [Y ⊂ X chiuso ⇔ (Y, d|Y ) completo]

4) (Xi, di) completo ∀ i ⇒ (X1 ⊔ . . . ⊔Xn, d) completo

5) (Xi, di) completo ∀ i ⇒ (X1 × . . .×Xn, d/d
′/d′′) completo

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. (X, d) sp. metrico t.c. ∃ ε > 0 con B(x, ε) compatto ∀x ∈ X

⇒ (X, d) spazio metrico completo

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. (xn)n≥1 succ. di Cauchy in (X, d)

⇒ ∃n ≥ 1 ∃x ∈ X t.c. xn ∈ B(x, ε) ∀n > n

3 (xni
)i≥1 sottosucc. convergente ⇒ (xn)n≥1 convergente

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: ⇐ non vale (loc. compatto :; completo)

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) Rm completo non compatto

2) Rm − {0} localmente compatto non completo

3) C(R,R) completo non localmente compatto

Teorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di BaireTeorema di Baire

(X, d) spazio metrico completo

An ⊂ X aperto denso ∀n ≥ 1 ⇒ ∩n≥1An denso

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim.
x

ε

ε

ε

B(x, )

1 1B(a , )

⊂

A1

B(a2, 2) A2

a1
a2

⊂

⊂
⊂

x ∈ X, ε > 0 3 a1 ∈ A1, ε1 > 0

t.c. B(a1, ε1) ⊂ A1 ∩B(x, ε)

induz. 3 an ∈ An, 0 < εn < εn−1/2

t.c. B(an, εn) ⊂ An ∩B(an−1, εn−1)

⇒ (an)n≥1 succ. di Cauchy

⇒ an M a ∈ ∩n≥1An ∩B(x, ε)

Teorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioniTeorema del punto fisso per le contrazioni

(X, d) spazio metrico completo non vuoto

f : X M X k-lipschitziana con k < 1

⇒ ∃!x ∈ X t.c. f(x) = x (punto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fissopunto fisso)
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DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. x0 ∈ X 3 x0
f
7M x1

f
7M x2

f
7M . . .

f
7M xn−1

f
7M xn

f
7M xn+1

f
7M . . .

d(xn, xn+1) ≤ k d(xn−1, xn) ≤ . . . ≤ knd(x0, x1) ∀n ≥ 1

⇒ (xn)n≥1 succ. di Cauchy in X ⇒ xn M x punto fisso

x e x′ punti fissi ⇒ d(x, x′) = d(f(x), f(x′)) ≤ k d(x, x′)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) il teorema non vale per funzioni (strettam.) 1-lipschitz.

2) i teoremi precedenti ricorrono spesso in analisi

applicati a spazi di funzioni, ad esempio per provare:

1) ∃ f : R M R continua ma ovunque non derivabile

2) ∃ ! soluzione per i problemi di Cauchy

ConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessioneConnessione

X spazio topologico

connessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnessoconnesso
def
⇐⇒ ∄A,B ⊂ X aperti 6= ∅ t.c. A ∩B = ∅ e A ∪B = X

⇐⇒ [S ⊂ X aperto e chiuso ⇒ S = ∅, X]

connesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archiconnesso per archi
def
⇐⇒ ∀x, y ∈ X ∃α : [0, 1] M X continua

t.c. α(0) = x e α(1) = y

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) [0, 1] ⊂ R è connesso (per archi)

(0 ∈ S ⊂ [0, 1] ap. e ch. 3 T = {x ∈ [0, 1] | [0, x] ⊂ S}

s = supT ∈ [0, 1] ⇒ s = 1 ∈ T ⇒ S = [0, 1] )

2) X ⊂ R connesso (per archi) ⇔

X = ∅, punto, intervallo, semiretta, R

3) X ⊂ Rm convesso :⇒ X connesso (per archi)

4) Rm −F connesso (per archi) se m ≥ 2 e F finito/num.

Conservazione della connessione (per archi)

sottospazi unioni prodotti quozienti

NO NO SI SI

f : X M Y continua, X conn. (p.a.) ⇒ f(X) conn. (p.a.)



Geometria 2 Proprietà topologiche/14

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) prodotti: X×Y = ∪y∈Y X×{y}∪{x0}×Y (prop. seguente)

2) appl. cont.: S ⊂ f(X) ap. e ch. ⇒ f−1(S) ⊂ X ap. e ch.

α : [0, 1] M X cont. ⇒ f a α : [0, 1] M Y cont.

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X = ∪i∈IXi sp. top., Xi connesso (per archi) ∀ i ∈ I

allora: 1) ∩i∈IXi 6= ∅ ⇒ X connesso (per archi)

2) Xi ∩Xi0 6= ∅ ∀ i ∈ I ⇒ X connesso (per archi)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. 1) x0 ∈ ∩i∈IXi ⇒ [S ⊂ X ap. e ch. t.c. x0 ∈ S

⇒ ∅ 6= S ∩Xi ⊂ Xi ap. e ch. in Xi

⇒ S ∩Xi = Xi ∀ i ∈ I ⇒ S = X ]

⇒ α arco in Xi ⊂ X tra x0 e x ∈ Xi

β arco in Xj ⊂ X tra x0 e y ∈ Xj

3 γ = α · β arco in X tra x e y

2) X = ∪i∈IX
′
i con X ′

i = Xi ∪Xi0 (∩i∈IX
′
i ⊃ Xi0 6= ∅)

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X spazio top. connesso per archi ⇒ connesso

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. X = ∪x∈Xαx([0, 1]) con αx arco tra x0 e x

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: connesso ; connesso per archi

(X = [0, 1]× {0} ∪ {1/n |n ≥ 1} × [0, 1] ∪ {(0, 1)}

è connesso (prop. seguente) ma non connesso per archi

∄ α : [0, 1] M X cont. t.c. α(0) = (0, 1) e α(1) 6= (0, 1))

(0, 1) (1, 1)

(0, 0) (1, 0)

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X spazio top., D ⊂ X denso, D connesso ⇒ X connesso

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. ∅ 6= S ⊂ X ap. e ch. ⇒ ∅ 6= S ∩D ⊂ D ap. e ch.

⇒ S ∩D = D ⇒ D ⊂ S ⇒ S = X (X = ClD ⊂ ClS = S)
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Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)Componenti connesse (per archi)

X spazio topologico, x ∈ X 43

Cx
def
== ∪{C ⊂ X | x ∈ C connesso}

== il più grande sottosp. connesso di X contenente x

(componente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessacomponente connessa di x in X)

Ax
def
== ∪{A ⊂ X | x ∈ C connesso per archi}

== il più grande sottosp. conn. p.a. di X contenente x

(componente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archicomponente connessa per archi di x in X)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) CX = {Cx | x ∈ X} è una partizione chiusa di X

2) AX = {Ax | x ∈ X} è una partizione di X

3) #(CX) e #(AX) sono proprietà topologiche

(h : X M Y omeo 3 CX M CY e AX M AY corrisp. biun.)

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. 1) X spazio top. loc. conn. ⇒ Cx aperto ∀x ∈ X

2) X spazio top. loc. conn. p.a. ⇒ Ax aperto ∀x ∈ X

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. X loc. conn. (p.a.) ⇒ ∀x ∈ X ∃ I ∈ Ix t.c. I conn. (p.a.)

⇒ I ⊂ Cx (Ax) ⇒ x ∈ IntCx (IntAx) ⇒ Cx (Ax) aperto

CorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorol. A ⊂ R aperto ⇔ A = unione disgiunta numerabile

di intervalli aperti

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. A loc. conn. ⇒ comp. connesse di A = intervalli aperti

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X spazio top. connesso e loc. connesso p.a. ⇒ connesso p.a.

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. x ∈ X 3 Ax aperto e chiuso non vuoto ⇒ Ax = X


