
Geometria superiore Geometria delle varietà/1

Tensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvaturaTensore di curvatura

(M, g) varietà riemanniana

43 R : VM × VM M EndVM applicazione tale che

R(V,W )(U)
def
== ∇V ∇WU −∇W∇V U −∇[V,W ]U ∀V,W,U ∈ VM

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) R applicazione R-bilineare antisimmetrica ben definita

(R(V,W ) R-lineare e R(W,V ) = −R(V,W ) ∀V,W ∈ VM)

2) R(V,W )(U) invar. per similitudini locali (poiché lo è ∇)

3) R(V,W )(U) ha la seguente interpretazione geometrica

R(V,W )(U)p = U ′(0) = limtM0(τ
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PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. (M, g) varietà riemanniana ⇒
1) R : VM × VM M EndVM appl. C∞(M)-bilineare

2) R(V,W ) : VM M VM appl. C∞(M)-lineare ∀V,W ∈ VM
3) R(V,W )(U)+R(W,U)(V )+R(U, V )(W ) = 0 ∀V,W,U ∈VM

identità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchiidentità di Bianchi 0 0  B
B
B

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. 1) R(fV,W )(U) = ∇fV ∇WU −∇W∇fV U −∇[fV,W ]U

= f∇V ∇WU −∇W f∇V U −∇f [V,W ]−(Wf)V U

= f∇V ∇WU − (Wf)∇V U + f∇W∇V U

− f∇[V,W ]U + (Wf)∇V U = fR(V,W )(U)

R(V, fW )(U) = fR(V,W )(U) (segue per l’antisimmetria)
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2) R(V,W )(fU) = ∇V ∇W (fU)−∇W∇V (fU)−∇[V,W ](fU)

= ∇V ((Wf)U + f∇WU)−∇W ((Vf)U + f∇V U)

− ([V,W ]f)U − f∇[V,W ]U

= (VWf)U + (Wf)∇V U + (Vf)∇WU + f∇V ∇WU

− (WVf)U − (Vf)∇WU − (Wf)∇V U − f∇W∇V U

− ([V,W ]f)U − f∇[V,W ]U = fR(V,W )(U)

3) R(V,W )(U) +R(W,U)(V ) +R(U, V )(W )

= ∇V ∇WU −∇W∇V U −∇[V,W ]U

+∇W∇UV −∇U∇WV −∇[W,U ]V

+∇U∇VW −∇V ∇UW −∇[U,V ]W

= ∇V [W,U ] +∇W [U, V ] +∇U [V,W ]

−∇[V,W ]U −∇[W,U ]V −∇[U,V ]W

= [V, [W,U ]] + [W, [U, V ]] + [U, [V,W ]] = 0

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) R è l’applicazione nulla se dimM < 2

2) (F1, . . . , Fm) riferimento locale

V =
∑

i v
iFi , W =

∑
j w

jFj , U =
∑

k u
kFk

⇒ R(V,W )(U) =
∑

i,j,k v
iwjukR(Fi, Fj)(Fk)

3) Rijk
def
== R(Fi, Fj)(Fk) dipende solo dal riferimento

3 Rijk =
∑

hR
h
ijkFh , Rijkh = g(Rijk, Fh)

t.c. Rijkh =
∑
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4) in coordinate locali (F1 = ∂/∂x1, . . . , Fm = ∂/∂xm)
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5) R(V,W )(U)p dipende solo da Vp,Wp, Up ∀ p ∈M
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(M, g) varietà riemanniana, p ∈M

43 Rp : TpM × TpM M EndTpM appl. bilineare antisimm. t.c.

Rp(v, w)(u)
def
== R(V,W )(U)p ∀ v, w, u ∈ TpM ∀V,W,U ∈ VM

con Vp = v , Wp = w , Up = u
TTD

B
B
B
B
B
B
B

operatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvaturaoperatore di curvatura associato alla coppia (v, w)

43 Rp : (TpM)4 M R forma multilineare tale che

Rp(v, w, u, t)
def
== gp(Rp(v, w)(u), t) per ogni v, w, u, t ∈ TpM

TTD
B
B
B

tensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemanntensore di curvatura di Riemann

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. (M, g) varietà riemanniana, p ∈M
}

∀ v, w, u, t ∈ TpM

1) Rp(w, v, u, t) = −Rp(v, w, u, t)

2) Rp(v, w, t, u) = −Rp(v, w, u, t)

3) Rp(u, t, v, w) = Rp(v, w, u, t)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. 1) segue dalla antisimmetria di R

2) basta provare Rp(v, w, u, u) = 0 ∀ v, w, u ∈ TpM (multilin.)

quindi g(R(V,W )(U), U) = 0 ∀V,W,U ∈ VM (def. di Rp)

g(R(V,W )(U), U) =

= g(∇V ∇WU,U)− g(∇W∇V U,U)− g(∇[V,W ]U,U)

= V g(∇WU,U)− g(∇WU,∇V U)

−Wg(∇V U,U) + g(∇V U,∇WU)− 1

2
[V,W ]g(U,U)

=
1

2
VWg(U,U)− 1

2
WV g(U,U)− 1

2
[V,W ]g(U,U) = 0

3) definizione di Rp + identità di Bianchi

⇒ Rp(v, w, u, t) +Rp(w, u, v, t) +Rp(u, v, w, t) = 0

Rp(w, u, t, v) +Rp(u, t, w, v) +Rp(t, w, u, v) = 0

Rp(u, t, v, w) +Rp(t, v, u, w) +Rp(v, u, t, w) = 0

Rp(t, v, w, u) +Rp(v, w, t, u) +Rp(w, t, v, u) = 0

⇒ 2Rp(v, w, u, t)− 2Rp(u, t, v, w) = 0

⇒ Rp(u, t, v, w) = Rp(v, w, u, t) ∀ v, w, u, t ∈ TpM

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. (M, g) varietà riemanniana, p ∈M

Rp è univoc. determinato da Rp(v, w, v, w) ∀ v, w ∈ TpM

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. Rp(v, w, v, w) ∀ v, w ∈ TpM 3 Rp(v, w, u, w) ∀ v, w, u ∈ TpM
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(Rp(v+u,w, v+u,w) = Rp(v, w, v, w) +Rp(v, w, u, w)

+Rp(u,w, v, w) +Rp(u,w, u, w)

3 Rp(v, w, u, w) = (Rp(v+u,w, v+u,w)

−Rp(v, w, v, w)−Rp(u,w, u, w))/2)

Rp(v, w, u, w) ∀ v, w, u ∈ TpM 3 Rp(v, w, u, t) ∀ v, w, u, t ∈ TpM

(Rp(v, w+t, u, w+t) = Rp(v, w, u, w) +Rp(v, w, u, t)

+Rp(v, t, u, w) +Rp(v, t, u, t)

3 Rp(v, w, u, t)−Rp(w, u, v, t) = a

con a = Rp(v, w+t, u, w+t)−Rp(v, w, u, w)−Rp(v, t, u, t))

3 Rp(w, u, v, t)−Rp(u, v, w, t) = b

con b = Rp(w, u+t, v, u+t)−Rp(w, u, v, u)−Rp(w, t, v, t)

3





Rp(v, w, u, t)−Rp(w, u, v, t) = a

Rp(w, u, v, t)−Rp(u, v, w, t) = b

Rp(v, w, u, t) +Rp(w, u, v, t) +Rp(u, v, w, t) = 0

3 Rp(v, w, u, t) = (2a+ b)/3)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) {Rp}p∈M 2 R :(VM)4 M C∞(M) forma multilineare

t.c. R(V,W,U, T )(p)
def
== Rp(Vp,Wp, Up, Tp) ∀ p ∈M , cioè

R(V,W,U, T ) = g(R(V,W )(U), T ) ∀V,W,U, T ∈ VM
2) (F1, . . . , Fm) riferimento locale intorno a p ∈M

V =
∑

i v
iFi , W =

∑
j w

jFj , U =
∑

k u
kFk , T =

∑
h t

hFh

⇒ R(V,W,U, T ) =
∑

ijkhRijkh v
iwjukth

con Rijkh = R(Fi, Fj , Fk, Fh) ∀ i, j, k, h = 1, . . . ,m

3) }
∀ i, j, k, h = 1, . . . ,m

Rjihk=Rhkji=Rkhij=Rijkh

Rjikh=Rijhk=Rkhji=Rhkij=−Rijkh

⇒ Riijk = Rijkk = 0 ∀ i, j, k = 1, . . . ,m

(M, g) varietà riemanniana, p ∈M

43 Sv,w(u, t)
def
== (Rp(v, u, w, t) +Rp(v, t, w, u))/2

forma bilineare simmetrica per ogni v, w ∈ TpM

43 Sp : TpM × TpM M R forma bilineare simmetrica

tale che Sp(v, w)
def
== tr(Sv,w) (teorema spettrale)

TTD
B
B
B

tensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Riccitensore di curvatura di Ricci
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NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) {Sp}p∈M 2 S : VM × VM M C∞(M) forma bilineare

t.c. S(V,W )(p)
def
== Sp(Vp,Wp) ∀V,W ∈ VM ∀ p ∈M

2) (F1, . . . , Fm) riferimento locale intorno a p ∈M

V =
∑

i v
iFi , W =

∑
j w

jFj ⇒ S(V,W ) =
∑

ij Sijv
iwj

con Sij = S(Fi, Fj) =
∑

k(R
k
ikj+R

k
jki)/2 ∀ i, j = 1, . . . ,m

(g(ϕij(Fk), Fh) = SFi,Fj
(Fk, Fh) ⇒ Sij =

∑
k ϕij(Fk)

k)

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. f : (M, gM) M (N, gN) isometria/similitudine (locale)

con fattore di similitudine s (= 1 se f isometria (locale))

⇒ RN
f(p)(Tpf(v), Tpf(w), Tpf(u), Tpf(t)) = s2RM

p (v, w, u, t)

SN
f(p)(Tpf(v), Tpf(w)) = SM

p (v, w) ∀ v, w, u, t ∈ TpM

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. ∇ invar. per simil. (locali) ⇒ R(· , ·) invar. per simil. (locali)

⇒ gNf(p)(R
N
f(p)(· , ·)(·), ·) = s2gMp (RM

p (· , ·)(·), ·)
SN
f(p)(· , ·) = tr(SN

(·,·)(· , ·)) = tr(SM
(·,·)(· , ·)) = SM

p (· , ·)
CurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvatureCurvature

(M, g) varietà riemanniana, dimM ≥ 2

σ = 〈v1, v2〉 ⊂ TpM sezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione pianasezione piana (v1 e v2 lin. indip.)

43 K(σ)
def
== −Rp(v1, v2, v1, v2)

Area(v1, v2)2
= − Rp(v1, v2, v1, v2)

gp(v1, v1) gp(v2, v2)− gp(v1, v2)2
TT§—H

H
H
H

curvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionalecurvatura sezionale della sezione σ

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) K(σ) è ben definita, non dipende dalla base (v1, v2)

(σ = 〈w1, w2〉 ⇒ (w1, w2) =M(v1, v2)

⇒ Rp(w1, w2, w1, w2) = detM2Rp(v1, v2, v1, v2)

Area(w1, w2) = detM Area(v1, v2))

2) {v1, v2} base ortonormale di σ ⇒ K(σ) = −R(v1, v2, v1, v2)
3) K(σ) ∀σ ⊂ TpM 3 Rp(v, w, u, t) ∀ v, w, u, t ∈ TpM

4) m = 2 ⇒ σ = TpM 3 K(σ) = K(p) curvatura di Gauss

λ = 〈v 〉 ⊂ TpM direzione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangentedirezione tangente (v 6= 0)

43 K(λ)
def
== − 1

m− 1

Sp(v, v)

‖v‖2
TT§—H

H
H
H

curvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Riccicurvatura di Ricci nella direzione λ
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p ∈M 43 K(p) = − 1

m(m− 1)
tr(Sp) (teorema spettrale)

TT§—H
H
H
H

curvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalarecurvatura scalare nel punto p

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) K(λ) è ben definita, non dipende dal vettore v

(λ = 〈w〉 ⇒ w = kv ⇒ Sp(w,w) = k2Sp(v, v), ‖w‖ = |k|‖v‖)
2) λ = 〈v 〉 con v ∈ TpM versore

{v1, . . . , vm} base ortonorm. di TpM tale che vm = v

⇒ K(λ) =
1

m− 1

∑m−1
i=1 K(σim) con σim= 〈vi, vm〉 = 〈vi, v〉

3) {v1, . . . , vm} base ortonorm. di TpM

K(p) =
1

m

∑m
i=1K(λi) con λi = 〈vi〉

=
2

m(m− 1)

∑
i<j K(σij) con σij = 〈vi, vj 〉

4) m = 2 ⇒ K(λ) = K(p) curvatura di Gauss ∀λ ⊂ TpM

m = 3 ⇒ K(λ) ∀λ ⊂ TpM 3 K(σ) ∀σ ⊂ TpM

({v1, v2, v3} base ortonorm. di TpM

3





K(σ12) +K(σ13) = 2K(λ1)

K(σ12) +K(σ23) = 2K(λ2)

K(σ13) +K(σ23) = 2K(λ3)

3 K(σ12) = K(λ1) +K(λ2)−K(λ3))

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. (M, g) varietà riemanniana, σ ⊂ TpM sezione piana

⇒ K(σ) = KS(p) con S = Sσ = ep(σ ∩B(0, εp)) ⊂M

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. (x1, . . . , xm) coord. norm. su (Ap, ϕp) t.c. σ = 〈∂/∂x1, ∂/∂x2〉
3 (F1, . . . , Fm) riferimento ortonormale tale che

〈F1(q), F2(q)〉 = 〈∂/∂x1, ∂/∂x2〉 = TqS ∀ q ∈ S

}
(G.-S.)

per x = 0 (cioè in p) e i, j = 1, 2 si ha:

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
= 0 (γv(t) = tv geodetica ∀ v =

∑
k v

k∂/∂xk ∈ TpM

⇒ ∇vγ
′
v =

∑
i,j v

ivjΓij = 0 ∀ (v1, . . . , vm) ∈ Rm)

⇒ ∇Fi
Fj ∈ TpS

(
∇Fi

Fj =
∑
k,h

aki ∇ ∂
∂xk

(
ahj

∂

∂xh

)
=
∑
k,h

aki
∂ahj
∂xk

∂

∂xh

)
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⇒ g(∇S
Fi
∇S
Fj
F1, F2) = g(∇Fi

∇S
Fj
F1, F2)

= Fi g(∇S
Fj
F1, F2)− g(∇S

Fj
F1,∇Fi

F2)

= Fi g(∇Fj
F1, F2)− g(∇Fj

F1,∇Fi
F2) = g(∇Fi

∇Fj
F1, F2)

⇒ RS
1212 = g(∇S

F1
∇S
F2
F1 −∇S

F2
∇S
F1
F1 −∇S

[F1,F2]
F1, F2)

= g(∇F1∇F2F1 −∇F2∇F1F1 −∇[F1,F2]F1, F2) = R1212

CorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorol. (N, gN) ⊂ (M, gM) sottovarietà riemann.

CN
v ⊂ CM

v ∀ v ∈ TpN (sottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in psottovarietà geodetica in p)

⇒ KN(σ) = KM(σ) per ogni sezione piana σ ⊂ TpN

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. CN
v ⊂ CM

v ∀ v ∈ TpN ⇒ eNp|B(0,ε) restrizione di eMp|B(0,ε)

⇒ SN
σ = eNp (σ ∩B(0, ε)) = eMp (σ ∩B(0, ε)) = SM

σ

⇒ KN(σ) = KSN
σ (p) = KSM

σ (p) = KM(σ)

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: in particolare il corollario vale per N sottovarietà

totalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodeticatotalmente geodetica (geodetica in p per ogni p ∈ N)

(per esempio N = FixH con H ⊂ IsomM)

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) Rm
3 gij = δij ⇒ Rijkℓ = 0 per ogni i, j, k, ℓ

⇒ K(σ) = K(λ) = K(p) = 0 ∀σ, λ ⊂ TpR
m, p ∈ Rm

2) gij = s(x)2δij (metrica conformemente piatta) ⇒

Rijij = s
( ∂2s

(∂xi)2
+

∂2s

(∂xj)2

)
−
( ∂s
∂xi

)2
−
( ∂s

∂xj

)2
+

∑
k 6=i,j

( ∂s

∂xk

)2

3) s(x) dipendente solo da xm

⇒




Rijij =

( ∂s

∂xm

)2
per ogni i < j < m

Rimim = s
∂2s

(∂xm)2
−
( ∂s

∂xm

)2
per ogni i < m

4) Hm
3 s(x) = 1/xm

⇒ Rijij = 1/(xm)4 per ogni i < j

⇒ K(σ) = K(λ) = K(p) = −1 ∀σ, λ ⊂ TpH
m, p ∈ Hm

5) s(x) dipendente solo da ρ2

⇒ ∂s

∂xi
= 2xi

∂s

∂ρ2
,

∂2s

(∂xi)2
= 2

∂s

∂ρ2
+ 4(xi)2

∂2s

(∂ρ2)2
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⇒ Rijij = 4s
( ∂s

∂ρ2
+

(
(xi)2 + (xj)2

) ∂2s

(∂ρ2)2

)

+ 4
(
ρ2 − 2(xi)2 − 2(xj)2

)( ∂s

∂ρ2

)2

6) Sm, Dm
3 s(ρ2) = 2/(1± ρ2)

⇒ ∂s/∂ρ2 = ∓2/(1± ρ2)2 , ∂2s/(∂ρ2)2 = 4/(1± ρ2)3

⇒ Rijij = ∓16/(1± ρ2)4

⇒ K(σ) = K(λ) = K(p) = +1 ∀σ, λ ⊂ TpS
m, p ∈ Sm

K(σ) = K(λ) = K(p) = −1 ∀σ, λ ⊂ TpD
m, p ∈ Dm

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. f : (M, gM) M (N, gN) isometria/similitudine (locale)

con fattore di similitudine s (= 1 se f isometria (locale))

⇒ KN(Tpf(σ)) = KM(σ)/s2 per ogni sezione piana σ ⊂ TpM

KN(Tpf(λ)) = KM(λ)/s2 per ogni direzione λ ⊂ TpM

KN(f(p)) = KM(p)/s2 per ogni punto p ∈M

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. RN
f(p)(·, ·, ·, ·) = s2RM

p (·, ·, ·, ·) , AreaNf(p)(·, ·) = s2AreaMp (·, ·)
⇒ la relazione vale per la curvatura sezionale

⇒ vale per le curvature di Ricci e scalare

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) Sm
r

def
== rSm ⊂ Rm+1 sfera di raggio r > 0

con la metrica indotta da Rm+1

3 ds2 =
4r4

(r2 + ‖x‖2)2
∑

i(dx
i)2 in coord. stereog. su Sm

r

5
4r2

(1 + ‖x‖2)2
∑

i(dx
i)2 in coord. stereog. su Sm

⇒ K(σ) = K(λ) = K(p) = 1/r2 ∀σ, λ ⊂ TpS
m
r , p ∈ Sm

r

2) Hm
r

def
== (IntRm

+ , ds
2 = r2/(xm)2

∑
i(dx

i)2) con r > 0

⇒ K(σ)=K(λ)=K(p)= − 1/r2 ∀σ, λ ⊂ TpH
m
r , p ∈ Hm

r

3) Dm
r

def
==

(
Int rBm, ds2 =

4r4

(r2 − ‖x‖2)2
∑

i(dx
i)2

)

Dm
r 5

(
IntBm, ds2 =

4r2

(1− ‖x‖2)2
∑

i(dx
i)2

)

⇒ K(σ)=K(λ)=K(p)= − 1/r2 ∀σ, λ ⊂ TpD
m
r , p ∈ Dm

r
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Sottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemannianeSottovarietà riemanniane

(N, gN) ⊂ (M, gM) sottovarietà riemanniana, dimN < dimM

(F1, . . . , Fm) riferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattatoriferimento locale adattato lungo N
def⇐⇒ 〈F1(p), . . . , Fn(p)〉 = TpN

〈Fn+1(p), . . . , Fm(p)〉 = TpN
⊥

}
∀ p ∈ A ⊂ N

(x1, . . . , xm) coordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattatecoordinate locali adattate su A ⊂M
def⇐⇒ (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xm)|A∩N riferimento locale adattato lungo N

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: (x1, . . . , xm) coordinate locali adattate in senso diff.

3 (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xm)|N riferimento locale lungo N

3 (F1, . . . , Fm) riferimento locale adattato lungo N (G.-S.)

3 (x1, . . . , xm) coord. locali adattate (mediante ⊔pep|TpN⊥)

U campo di vettori normali lungo N (Up ∈ TpN
⊥ ⊂ TpM ∀ p ∈ N)

43 LU : VN M VN applicazione C∞(N)-lineare tale che

LU(V )
def
== −π(∇V U) con π = ⊔p∈Nπp proiezione ortogonale

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) LU(V ) C∞(N)-lineare rispetto a U

(LfU(V ) = −π∇V (fU) = −π((Vf)U + f ∇V U)

= −π(f ∇V U) = fLU(V ) ∀ f ∈ C∞(N))

2) (F1, . . . , Fm) riferimento locale adattato

U =
∑m

i=n+1 u
iFi , V =

∑n
j=1 v

jFj

⇒ LU(V ) =
∑

i,j u
ivjLFi

(Fj) dove

LFi
Fj dipende solo dal riferimento

3) LU(V )p dipende solo da Vp e Up ∀ p ∈ N

(N, gN) ⊂ (M, gM) sottovarietà riemanniana, p ∈ N

43 Lp : TpN
⊥
M EndTpN applicazione t.c. Lp(u) = Lu definita

Lu(v)
def
== LU(V )p ∀U, V come sopra con Up = u e Vp = v

TTD
B
B
B

operatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore formaoperatore forma associato al vettore normale u

43 Lp : TpN
⊥
M BilTpN applicazione t.c. Lu(v, w)

def
== gp(Lu(v), w)

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: entrambe le applicazioni sono ben definite e lineari

(non dipendono dalla scelta delle estensioni U e V )
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PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. (N, gN) ⊂ (M, gM) sottovarietà riemanniana, u ∈ TpN
⊥

⇒ Lu(·) operatore simm. e Lu(·, ·) forma bilineare simm.

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. V ∈ VN ⇒ g(U, V ) = 0 ⇒ g(∇WU, V ) + g(U,∇WV ) = 0

W ∈ VN ⇒ g(U,W ) = 0 ⇒ g(∇V U,W ) + g(U,∇VW ) = 0

⇒ g(LUV,W )− g(LUW,V ) = g(U, [V,W ]) = 0

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) C ⊂M curva diff. regolare orientata 3 riferim. di Frenet

(riferm. (F1, . . . , Fm) lungo C def. F1 = T e Fk = ∇TFk−1

3 riferim. ortonormale lungo C ottenuto con G.-S.)

2) N ⊂M orientate e n = m− 1 3 Lp
def
== Lu con

u = unico versore normale positivo rispetto alle orient.

3 direzioni principali e forma normale (teor. spettrale)

curv. principali, curv.media, curv. di Gauss-Kronecker

(oper. forma e II forma fond. per superf. orient. in R3)

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. (N, gN) ⊂ (M, gM) sottovarietà riemanniana

⇒ Lu(v, w) = gp(∇M
v W −∇N

v W,u)

∀u ∈ TpN
⊥ , v ∈ TpN , W ∈ VN con Wp = w

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. U campo di vettori normali lungo N tale che Up = u

3 gp(∇M
v W −∇N

v W,u)

= gp(∇M
v W,u) = v g(W,U)− gp(w,∇M

v U)

= − gp(w,∇M
v U) = gp(w,Lu(v)) = Lu(v, w)

(N, gN) ⊂ (M, gM) sottovarietà riemanniana, p ∈ N

43 Lp : TpN × TpN M TpN
⊥ applicazione tale che

Lp(v, w)
def
== ∇M

v W −∇N
v W ∀W ∈ VN con Wp = w

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) Lp è ben definita (non dipende dalla scelta di W )

bilineare e simmetrica (proposizione precedente)

2) (F1, . . . , Fm) riferimento locale adattato

v =
∑n

i=1 v
iFi , w =

∑n
j=1 w

jFj

⇒ Lp(v, w) =
∑

i,j v
iwjLp(Fi, Fj)

3) Lij
def
== L(Fi, Fj) campo di vettori normali lungo N

che dipende solo dal riferimento
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3 Lij =
∑m

k=n+1 ℓ
k
ijFk , ℓijk = g(Lij , Fk)

t.c. ℓijk =
∑m

h=n+1 gkhℓ
h
ij , ℓ

k
ij =

∑m
h=n+1 g

khℓijh
4) (ℓijk)i,j matrice di LFk

(·, ·) rispetto al rif. (F1, . . . , Fn)

CorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorol. (N, gN) ⊂ (M, gM) sottovarietà geodetica in p ∈ N

⇔ Lu(v) = 0 ∀u ∈ TpN
⊥ , v ∈ TpN

⇔ Lu(v, w) = 0 ∀u ∈ TpN
⊥ , v, w ∈ TpN

⇔ Lp(v, w) = 0 ∀ v, w ∈ TpN

⇔ ∇N
v W = ∇M

v W ∀ v ∈ TpN , W ∈ VN
DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. N geodetica in p ∈ N ⇔ γNv = γMv| ∀ v ∈ TpN

⇔ ∇N
v V = ∇M

v V = 0 con V = dγNv (t)/dt campo vett. su CN
v

⇔ Lu(v, v) = 0 ∀u ∈ TpN
⊥ , v ∈ TpN (proposizione sopra)

⇔ Lu(v, w) = 0 ∀u ∈ TpN
⊥ , v, w ∈ TpN (simmetria)

(che equivale a Lu(v) = 0 ∀u ∈ TpN
⊥ , v ∈ TpN)

⇔ Lp(v, w) = 0 ∀ v, w ∈ TpN (arbitrarietà di u)

⇔ ∇N
v W = ∇M

v W ∀ v ∈ TpN , W ∈ VN (definizione)

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. (N, gN) ⊂ (M, gM) sottovarietà riemanniana

tale che dimM > dimN ≥ 2, σ = 〈v1, v2〉 ⊂ TpN ⇒

KN(σ) = KM(σ) +
gp(Lp(v1, v1), Lp(v2, v2))− ‖Lp(v1, v2)‖2p

gp(v1, v1) gp(v2, v2)− gp(v1, v2)2

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. V1, V2 ∈ VN tali che V1(p) = v1 e V2(p) = v2 3

(KN(σ)−KM(σ))(gp(v1, v1) gp(v2, v2)− gp(v1, v2)
2)

= RM(v1, v2, v1, v2)−RN(v1, v2, v1, v2)

= gp(∇M
V1
∇M

V2
V1 −∇M

V2
∇M

V1
V1 −∇M

[V1,V2]
V1 , V2)

− gp(∇N
V1
∇N

V2
V1 −∇N

V2
∇N

V1
V1 −∇N

[V1,V2]
V1 , V2)

= gp(∇M
V1
∇M

V2
V1 −∇M

V2
∇M

V1
V1 −∇N

V1
∇N

V2
V1 +∇N

V2
∇N

V1
V1 , V2)

= gp(∇M
V1
∇M

V2
V1 −∇M

V2
∇M

V1
V1 −∇M

V1
∇N

V2
V1 +∇M

V2
∇N

V1
V1 , V2)

= gp(∇M
V1
(∇M

V2
V1−∇N

V2
V1), V2)−gp(∇M

V2
(∇M

V1
V1−∇N

V1
V1), V2)

= v1 g(L(V1, V2), V2)− gp(Lp(v1, v2),∇M
v1 V2)

− v2 g(L(V1, V1), V2) + gp(Lp(v1, v1),∇M
v2 V2)

= gp(Lp(v1, v1),∇M
v2 V2)− gp(Lp(v1, v2),∇M

v1 V2)
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= gp(Lp(v1, v1),∇M
v2 V2−∇N

v2V2)−gp(Lp(v1, v2),∇M
v1 V2−∇N

v1V2)

= gp(Lp(v1, v1), Lp(v2, v2))− gp(Lp(v1, v2), Lp(v1, v2))

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) (F1, . . . , Fm) riferim. adattato t.c. F1(p) = v1 e F2(p) = v2

3 KN(σ) = KM(σ) +
gp(L11, L22)− ‖L12‖2

g11g22 − g212

= KM(σ) +

∑m
i,j=n+1 gij(ℓ

i
11ℓ

j
22 − ℓi12ℓ

j
12)

g11g22 − g212

2) N ⊂M orientate e n = m− 1 3 ℓij
def
== ℓmij con

Fm = unico versore normale positivo rispetto alle orient.

3 KN(σ) = KM(σ) +
ℓ11ℓ22 − ℓ212
g11g22 − g212

3) in particolare, N ipersuperficie in Rm

3 K(σ) =
ℓ11ℓ22 − ℓ212
g11g22 − g212

Forme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvaturaForme di connessione e curvatura

(M, g) varietà riemanniana, (F1, . . . , Fm) riferimento locale

(ϕ1, . . . , ϕm) forme duali (in senso lineare, cioè ϕi(Fj) = δij )

43

TTD
B
B
B

forme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessioneforme di connessione

ψj
i , ψij 1-forme diff. tali che ψj

i (V ) = ϕj(∇V Fi)

ψij(V ) = g(∇V Fi, Fj)

∀V campo vett. ∀ i, j = 1, . . . ,m

TTD
B
B
B

forme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvaturaforme di curvatura

ωj
i , ωij 2-forme diff. tali che ωj

i (V,W ) = ϕj(R(V,W )(Fi))

ωij(V,W ) = g(R(V,W )(Fi), Fj)

∀V,W campi vett. ∀ i, j = 1, . . . ,m

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) ψj
i =

∑
k g

jkψik , ω
j
i =

∑
k g

jkωik

ψij =
∑

k gjkψ
k
i , ωij =

∑
k gjkω

k
i

}
∀ i, j

2) ψj
i (Fk) = Γj

ki , ω
j
i (Fk, Fh) = Rj

khi

ψij(Fk) = Γkij , ωij(Fk, Fh) = Rijkh

}
∀ i, j, k, h

3) ψj
i =

∑
k Γ

j
kiϕ

k , ωj
i =

∑
k<hR

j
khiϕ

k
∧ϕh

ψij =
∑

k Γkijϕ
k , ωij =

∑
k<hRijkhϕ

k
∧ϕh

}
∀ i, j
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4) (F1, . . . , Fm) riferimento locale ortonormale

⇒ ψi
j = ψji = −ψij = −ψj

i

ωi
j = ωji = −ωij = −ωj

i

}
∀ i, j

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. (M, g) varietà riemanniana, (F1, . . . , Fm) riferimento locale

⇒ valgono le seguenti equazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturaliequazioni strutturali

1) dgij = ψij + ψji

2) dϕi =
∑

k ϕ
k
∧ψi

k

}
∀ i, j = 1, . . . ,m

3) dψj
i = ωj

i +
∑

k ψ
k
i ∧ψj

k

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. 1) dgij(V ) = V g(Fi, Fj) = g(∇V Fi, Fj) + g(Fi,∇V Fj)

= ψij(V ) + ψji(V ) ∀V campo di vettori

2)
∑

k ϕ
k
∧ψi

k(V,W )

=
∑

k(ϕ
k(V )ψi

k(W )− ϕk(W )ψi
k(V ))

=
∑

k(v
kϕi(∇WFk)− wkϕi(∇V Fk))

= ϕi(
∑

k(v
k∇WFk − wk∇V Fk))

= ϕi(
∑

k(∇W (vkFk)−(Wvk)Fk−∇V (w
kFk)+(V wk)Fk))

= ϕi(∇WV −∇VW )−Wvi + V wi

= V ϕi(W )−Wϕi(V )− ϕi([V,W ])

= dϕi(V,W ) ∀V,W campi di vettori

3) ωj
i (V,W ) = ϕj(R(V,W )(Fi))

= ϕj(∇V ∇WFi −∇W∇V Fi −∇[V,W ]Fi)

= ϕj(
∑

k(∇V (ψ
k
i (W )Fk)−∇W (ψk

i (V )Fk)))−ψj
i ([V,W ])

= ϕj(
∑

k((V ψ
k
i (W ))Fk + ψk

i (W )∇V Fk

− (Wψk
i (V ))Fk − ψk

i (V )∇WFk))− ψj
i ([V,W ])

= V ψj
i (W ) +

∑
k ψ

k
i (W )ψj

k(V )

−Wψj
i (V )−∑

k ψ
k
i (V )ψj

k(W )− ψj
i ([V,W ])

= dψj
i (V,W )−

∑
k ψ

k
i ∧ψj

k(V,W )

= (dψj
i −

∑
k ψ

k
i ∧ψj

k)(V,W ) ∀V,W campi di vettori

Varietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costanteVarietà a curvatura costante

M = (M, g) varietà riemanniana, dimM ≥ 2

a curvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costantecurvatura (sezionale) costante K
def⇐⇒ K(σ) = K per ogni σ ⊂ TM
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PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. M = (M, g) varietà riemanniana connessa, dimM ≥ 3

K(σ) = K(p) ∀σ ⊂ TpM , p ∈M ⇒ K(p) = K costante

(curvatura sezionale isotropa ⇒ costante)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. (F1, . . . , Fm) riferimento locale ortonormale

3 Rijkh(p) = −K(p)(δikδjh − δihδjk) ∀ i, j, k, h = 1, . . . ,m

(stesse simmetrie e stesse curvature sezionali)

⇒ ωij = −K∑
k<h(δikδjh − δihδjk)ϕ

k
∧ϕh = −Kϕi

∧ϕj ∀ i < j

⇒ dψj
i = ωj

i +
∑

k ψ
k
i ∧ψj

k = −Kϕi
∧ϕj +

∑
k ψ

k
i ∧ψj

k ∀ i < j

⇒ − dK∧ϕi
∧ϕj−Kdϕi

∧ϕj+Kϕi
∧dϕj+

∑
k(dψ

k
i ∧ψj

k−ψk
i ∧dψj

k)

= − dK∧ϕi
∧ϕj −K

∑
k ϕ

k
∧ψi

k
∧ϕj +K

∑
k ϕ

i
∧ϕk

∧ψj
k

+
∑

k(ω
k
i ∧ψj

k−ψk
i ∧ωj

k)+
∑

k,h(ψ
h
i ∧ψk

h
∧ψj

k−ψk
i ∧ψh

k
∧ψj

h)

= − dK∧ϕi
∧ϕj = 0 ∀ i < j

⇒ dK∧ϕi
∧ϕj =

∑
h(dK)h ϕ

h
∧ϕi

∧ϕj = 0 ∀ i < j

⇒ (dK)h = 0 ∀h = 1, . . . ,m

⇒ dK = 0 ⇒ K loc. costante ⇒ K costante (M connessa)

Spazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modelloSpazi modello: Mm
K =





Rm
3K(σ) = K = 0

Sm
1/

√
K

3K(σ) = K > 0

Hm
1/

√
−K

5 Dm
1/

√
−K

3K(σ) = K < 0

Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)Teorema di Cartan (locale)

M = (M, g) varietà riemanniana, dimM = m ≥ 2

M a curvatura costante K ⇔ M localmente isometrica a Mm
K

(Ap = B(p, εp) ⊂M isometrico a B(p0, εp) ⊂Mm
K ∀ p ∈M)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. (x1, . . . , xm) coordinate normali su Ap ⊂M

3 V = ρ
∂

∂ρ
=

∑
i x

i ∂

∂xi
campo di vettori radiale

tale che ∇V V = V e
[
V,

∂

∂xj

]
= − ∂

∂xj
∀ j = 1, . . . ,m

3 (F1, . . . , Fm) riferimento locale ortonormale

tale che ∇V Fi = 0 e Fi(p) = ∂/∂xi

3 (ϕ1, . . . , ϕm) forme duali 3 ψj
i = ψij , ω

j
i = ωij
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⇒ ϕk(V ) = xk

ψk
j (V ) = ϕk(∇V Fj) = 0

}
∀ j, k = 1, . . . ,m

(V ϕk(V ) = V g(V, Fk) = g(∇V V, Fk) + g(V,∇V Fk) = ϕk(V )

⇒ ϕk(V ) omog. di grado 1 t.c. ∂ϕk(V )/∂xi = δki in 0)

aki = ϕk(∂/∂xi) con i, j = 1, . . . ,m

bkij = ψk
j (∂/∂x

i) con i, j, k = 1, . . . ,m

⇒ V aki = dϕk
(
V,

∂

∂xi

)
+

∂

∂xi
ϕk(V ) + ϕk

([
V,

∂

∂xi

])

=
∑
h

(ϕh
∧ψk

h)
(
V,

∂

∂xi

)
+
∂xk

∂xi
− ϕk

( ∂

∂xi

)

=
∑
h

(
ϕh(V )ψk

h

( ∂

∂xi

)
− ϕh

( ∂

∂xi

)
ψk
h(V )

)
+ δki − aki

= δki − aki +
∑
h

xhbkih

V bkij = dψk
j

(
V,

∂

∂xi

)
+

∂

∂xi
ψk
j (V ) + ψk

j

([
V,

∂

∂xi

])

= ωk
j

(
V,

∂

∂xi

)
+

∑
h

(ψh
j ∧ψk

h)
(
V,

∂

∂xi

)

+
∂

∂xi
ψk
j (V )− ψk

j

( ∂

∂xi

)

= ωjk

(∑
h

xhFh,
∑
ℓ

aℓiFℓ

)
− bkij

= − bkij +
∑
h,ℓ

Rjkhℓx
haℓi

= − bkij −
∑
h,ℓ

K(δjhδkℓ − δjℓδkh)x
haℓi

= − bkij −K(xjaki − xkaji )

v ∈ TpM versore 3 x = ρ v raggio uscente da p con ρ < εp
3 fki (ρ) = ρ aki (ρ v) , f

k
ij(ρ) = ρ bkij(ρ v)

3 problema di Cauchy dipendente solo da K





dfki
dρ

= aki (ρ v) + V aki (ρ v) = δki +
∑
h

vhfkih

dfkij
dρ

= bkij(ρ v) + V bkij(ρ v) = −K(vjfki − vkf ji )

fki (0) = fkij(0) = 0
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⇒ fki , f
k
ij a

k
i , b

k
ij , ds

2
g =

∑
k(ϕ

k)2 =
∑

i,j,k a
k
i a

k
j dx

idxj

univocamente determinate da K in Ap

3 f : B(p0, εp) M Ap con B(p0, εp) ⊂Mm
K isometria

(con Tp0f : Tp0M
m
K M TpM isometria arbitraria)

definita dall’identità in coordinate normali

(εp ≤ εp0 con εp0 = ∞ se K ≤ 0 e εp0 = π/
√
K se K > 0)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) Mm
K varietà riem. omogenea isotropa per ogni K e m ≥ 2

(IsompM
m
K 5 O(m) agisce trans. sui riferim. ortonorm.)

2) M a curv. costante ⇒ localmente omogenea e isotropa

(IsompB(p, ε) 5 O(m) agisce trans. sui rifer. ortonorm.)
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M = (M, g) varietà riemanniana, dimM = m ≥ 2

M sempl. connessa completa a curv. costante K ⇔ M 5Mm
K

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. M completa a curvatura costante K

3 fp0 : Ap0 MM isometria locale con

Ap0 =Mm
K se K ≤ 0 e Ap0 =Mm

K − {−p0} se K > 0

3 f :Mm
K MM isometria locale

(f = fp1 ∪ fp2 con p1 e p2 non antipodali se K > 0)

M connessa (e Mm
K completa) ⇒ f rivestimento

M semplicemente connessa ⇒ f isometria

CorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorol. M = (M, g) varietà riemanniana, dimM = m ≥ 2

M connessa completa a curvatura costante K

⇔ M 5Mm
K /G con G ⊂ IsomMm

K prop. discontinuo

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. ⇒) f : M̃ MM 5 M̃/Gf rivestimento universale

3 M̃ = (M̃, g̃) semplicemente connessa

tale che f isometria locale e Gf ⊂ Isom M̃

⇒ M̃ completa a curvatura costante K ⇒ M̃ 5Mm
K

⇐) M 5Mm
K /G con G ⊂ IsomMm

K

⇒ π :Mm
K MM rivestimento localmente isometrico

⇒ M connessa completa a curvatura costante K


