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PremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessaPremessa

f : AM B con A ⊂ Rm e B ⊂ Rn aperti, x ∈ A, h ∈ N

di classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in xdi classe Ch in x
def
⇐⇒ ∂kf j/∂xi1 . . . xik ∃ in I ∈ Ix continua in x

∀ i1, . . . , ik ≤ m, ∀ j ≤ n, ∀ k = 0, . . . , h

di classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Chdi classe Ch def
⇐⇒ f è di classe Ch in x per ogni x ∈ A

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) f di classe C0 in x ⇔ f continua in x

2) f di classe C1 in x :⇒ ∃ differenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenziale di f in x , cioè

∃ dxf :R
m

M Rn lineare, ε : AM Rn, lim
xMx

ε(x)/‖x− x‖ = 0

t.c. f(x)− f(x) = dxf(x− x) + ε(x)

= Jxf · (x− x) + ε(x) ∀x ∈ A

Jxf =

(
∂f j

∂xi

)

i=1,...,m
j=1,...,n

matrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobianamatrice jacobiana di f in x

f differenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabile (in x)
def
⇐⇒ f di classe Ch (in x) ∀ h ∈ N

f diffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismo
def
⇐⇒ f invertibile, f e f−1 differenziabili

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) f differenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabile (C∞) :⇒ ∃ differenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenzialedifferenziale dxf ∀ x ∈ A

2) f differenziabile (diffeomorfismo) ⇒ f cont. (omeo)

3) f : AM B, g : B M C diff. (diffeo) ⇒ g a f diff. (diffeo)

Regola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catenaRegola della catena

f : AM B, g : B M C diff. con A ⊂ Rm, B ⊂ Rn, C ⊂ Rℓ aperti

⇒ dx(g a f) = df(x)g a dxf e Jx(g a f) = Jf(x)g · Jxf ∀x ∈ A

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: f diffeo ⇒ Jxf invertibile ∀x ∈ A ((Jxf)
−1 = Jf(x)(f

−1))

⇒ m = n (invarianza della dimensione diff.)

Teorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversaTeorema della funzione inversa

f : AM B diff. con A,B ⊂ Rm aperti, dxf iso (Jxf invert.) x ∈ A

⇒ ∃A′ ⊂ A int. ap. di x t.c. f|A′ : A′
M B′ diffeo con B′ ⊂ B ap.

Teorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di SardTeorema di Sard

f : AM B diff. con A ⊂ Rm, B ⊂ Rn aperti

⇒ C(f) = {f(x) |x ∈ A , rg Jxf < n} ⊂ B ha misura nulla in Rn

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: in particolare, m < n ⇒ f(A) ⊂ B ha misura nulla in Rn
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Varietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabiliVarietà differenziabili

M varietà topologica di dim m

(A,ϕ) e (B,ψ) carte locali differenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibilidifferenziabilmente compatibili
def
⇐⇒

TT§—H
H
H
H

combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)combiamento di coordinate (o di carta)

ψ a ϕ−1 : ϕ(A ∩B) M ψ(A ∩B) diffeo tra aperti di Rm

M

(A

A

) (B

B

)

Rm

(x1, . . . , xm) (y1, . . . , ym)

Rm

ψ
ψ

ψ

a
−1ϕ

ϕ

ϕ

A atlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabileatlante differenziabile
def
== atlante con carte diff. compatibili

S struttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabilestruttura differenziabile
def
== atlante differenziabile massimale

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. ∀A atlante diff. ∃!S(A) struttura diff. t.c. A ⊂ S(A)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. S(A) = {carte locali di M diff. comp. con ogni carta di A}

varietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabilevarietà differenziabile
TTD

B
B
B

struttura diff. su M varietà top.

def
== (M,S) = (M,SM) =MS =M

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) Rm = (Rm,S({idRm}))

2) Sm = (Sm,S({carte strereografiche}))

3) Tm = (Tm,S({inverse locali di π : Rm
M Tm}))

4) Pm = (Pm,S({carte affini}))

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) (M,S) m-varietà differenziabile, N ⊂M aperto

3 (N,S|N = S(A|N)) m-varietà differenziabile

2) (Mi,Si) m-varietà differenziabile

3 (M1 ⊔ . . . ⊔Mn,S(A1 ⊔ . . . ⊔ An)) m-varietà diff.

3) (Mi,Si) mi-varietà differenziabile

3 (M1 × . . .×Mn,S(A1 × . . .×An)) Σimi-varietà diff.
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f :M M N continua, con M = (M,SM) e N = (N,SN) var. diff.

differenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in pdifferenziabile in p ∈M
def
⇐⇒ ψ a f a ϕ−1 differenziabile in ϕ(p)

∀ (A,ϕ) ∈ SM ∀ (B,ψ) ∈ SN con p ∈ A e f(p) ∈ B

⇐⇒ ∃ (A,ϕ) ∈ SM ∃ (B,ψ) ∈ SN t.c. ψ a f a ϕ−1 diff. in ϕ(p)

differenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabiledifferenziabile
def
⇐⇒ differenziabile in p per ogni p ∈M

⇐⇒ ψ a f a ϕ−1 diff. ∀ (A,ϕ) ∈ SM ∀ (B,ψ) ∈ SN

⇐⇒ ψ a f a ϕ−1 diff. ∀ (A,ϕ) ∈ AM ∀ (B,ψ) ∈ AN

diffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismodiffeomorfismo
def
⇐⇒ f invertibile, f e f−1 differenziabili

f � 1(B)

B)

M
fA

(

(x1, . . . , xm) (y1, . . . , yn)

Rn

N
B

−

ψ

ψ
ψ a f a ϕ−1

ϕ

(A)ϕ

Rm

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) f :M M N , g : N M L diff. (diffeo) ⇒ g a f diff. (diffeo)

2) DiffeoM = {f :M MM diffeo} ⊂ OmeoM

f :M M N diff. in p 3 rgp f
def
== rg dϕ(p)(ψ a f aϕ−1) rangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorangorango di f in p

f regolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in pregolare in p ∈M
def
⇐⇒ rgp f = min{m,n} (rango massimo)

f regolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolareregolare
def
⇐⇒ regolare in p per ogni p ∈M

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) f :M M N , g : N M L reg. (in p e f(p)) ; g a f reg. (in p)

(comunque l’implicazione vale se m ≤ n ≤ l o m ≥ n ≥ l)

2) se m = n: f differenziabile regolare ⇔ f diffeo locale

3) diffeomorfismo = omeomorfismo differenziabile regolare

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) p :M ′
MM rivestimento numer. di (M,S) m-varietà diff.

3 (M ′,S({(p−1
| (A), ϕ a p) | (A,ϕ) ∈ A})) m-varietà diff.
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2) G ⊂ DiffeoM prop. discont. su (M,S) m-varietà diff.

3 (M/G,S({(B,ϕ a (π|)
−1 | (A,ϕ) ∈ S})) m-varietà diff.

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) ogni varietà top. di dim m ≤ 3 ammette una strutt. diff.,

ma esistono varietà top. che non ammettono strutt. diff.

2) se una varietà top. ammette una strutt. diff., allora ne

ammette infinite distinte (eventualmente diffeo equiv.)

3) Rm ha un’unica struttura diff. (a meno di diffeo) ∀m 6= 4,

R4 ha infinite strutture diff. (esotiche) non diffeomorfe

Varietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabiliVarietà orientabili

f : AM B applicazione diff. regolare con A,B ⊂ Rm aperti

conserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in xconserva/inverte l’orientazione in x
def
⇐⇒ det Jxf > 0 /det Jxf < 0

conserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazione
def
⇐⇒ lo stesso vale in ogni x ∈ A

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) le composizioni conserv./invert. con la regola dei segni

2) A connesso, f conserva/inverte l’orientazione in x ∈ A

⇒ f conserva/inverte l’orientazione (in tutto A)

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) id : Rm
M Rm conserva l’orientazione

2) ι : Rm
M Rm def. ι(x1, x2, . . . , xm) = (−x1, x2, . . . , xm)

inverte l’orientazione

3) α : Rm
M Rm definita α(x) = −x

conserva/inverte l’orientazione se m pari/dispari

M = (M,S) varietà differenziabile

A ⊂ S atlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientatoatlante orientato
def
⇐⇒ ψ a ϕ−1 cons. l’orient. ∀ϕ,ψ ∈ A

O ⊂ S orientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazioneorientazione
def
⇐⇒ O atlante orientato massimale

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. ∀A atlante orient. ∃!O(A) orientazione t.c. A ⊂ O(A)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. O(A) = {(B,ψ) ∈ S t.c. ψ a ϕ−1 cons. l’orient. ∀ (A,ϕ) ∈ A}

M = (M,S) varietà differenziabile orientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabileorientabile
def
⇐⇒ ∃O orientazione su M (⇔ ∃ atlante orientato su M)

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. M varietà differenziabile orientabile connessa

⇒ M ammette (solo) due orientazioni opposte
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DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. O orient. su M 3 −O = {(A, ι a ϕ) | (A,ϕ) ∈ O} orient. su M

O e −O sono distinte (orientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposteorientazioni opposte)

Q orientazione su M 3

S± = {p ∈M | ∃ (A,ϕ) ∈ O, (B,ψ) ∈ Q det Jϕ(p)(ψ a ϕ−1) ≷ 0}

3 M = S+ ∪ S− partizione aperta di M ⇒ Q = O ,−O

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: M varietà orientabile con n comp. ⇒ M ha 2n orientazioni

varietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientatavarietà (diff.) orientata
TTD

B
B
B

orientazione su M varietà diff.

def
== (M,O) = (M,OM) =MO =M

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) Rm = (Rm,O({idRm}))

2) Sm = (Sm, (−1)m+1O({(A1, ϕ1), (A2, ι a ϕ2)}))

3) Tm = (Tm,O({inverse locali di π : Rm
M Tm}))

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) (M,O) m-varietà orientata, N ⊂M aperto

3 (N,O|N = O(A|N)) m-varietà orientata

2) (Mi,Oi) m-varietà orientate

3 (M1 ⊔ . . . ⊔Mn,O(A1 ⊔ . . . ⊔ An)) m-varietà orientata

3) (Mi,Oi) mi-varietà orientate

3 (M1 × . . .×Mn,O(A1 × . . .×An)) Σimi-var. orientata

f :M M N applicazione differenziabile regolare

con M = (M,OM) e N = (N,ON) m-varietà orientate

conserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in pconserva/inverte l’orientazione in p ∈M
def
⇐⇒ ψ a f a ϕ−1 conserva/inverte l’orientazione in ϕ(p)

∀ (A,ϕ) ∈ OM ∀ (B,ψ) ∈ ON con p ∈ A e f(p) ∈ B

⇐⇒ ∃ (A,ϕ) ∈ OM ∃ (B,ψ) ∈ ON t.c. ψ a f a ϕ−1 cons./inv. in ϕ(p)

conserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazioneconserva/inverte l’orientazione
def
⇐⇒ cons./inv. l’orient. in p per ogni p ∈M

⇐⇒ ψ a f a ϕ−1 cons./inv. l’orient. ∀ (A,ϕ) ∈ OM ∀ (B,ψ) ∈ ON

⇐⇒ ψ a f a ϕ−1 cons./inv. l’orient. ∀ (A,ϕ) ∈ AM ∀ (B,ψ) ∈ AN

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) Diffeo+M = {f ∈ DiffeoM | f cons. l’orient.} ⊂ DiffeoM

2) M varietà connessa, f :M M N regolare

f cons./inv. l’orient. in p ∈M ⇒ f cons./inv. l’orient.
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EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) α : Sm
M Sm cons./inv. l’orient. ⇔ m dispari/pari

(ϕ2 a αSm = αRm a ϕ1 ⇒ (ι a ϕ2) a αSm a ϕ−1
1 = ι a αRm)

2) Pm orientabile ⇔ m dispari

(m dispari: α ∈ Diffeo+Sm ⇒ Pm
5 Sm/〈α〉 orient.

m pari: O orient. su Pm ⇒ π cons. e inv. l’orient.)

3) Tg orientabile ∀ g ≥ 0, Pg non orientabile ∀ g ≥ 1

(M1 #M2 orientabile ⇔ M1,M2 orientabili)

Sottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabiliSottovarietà differenziabili

M = (M,S) m-varietà diff., N ⊂M n-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabilen-sottovarietà differenziabile
def
⇐⇒ ∀ p ∈ N ∃ (A,ϕ) ∈ S t.c. p ∈ A e ϕ(A ∩N) = ϕ(A) ∩Rn

M

A

Rm

Rn

N

p
⊂

0
ϕ

carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)carta (speciale)

adattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattataadattata ad N

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) N ⊂M n-sottovarietà diff. ⇒ N n-varietà differenziabile

(S|N = {(A ∩N,ϕ| : A ∩N M Rn) | (A,ϕ) ∈ S adattata})

i : (N,S|N) M֒ (M,S) immersione differenziabile regolare

2) f :M MM ′ diff. (reg. e m ≤ m′) ⇒ f| : N MM ′ diff. (reg.)

3) f :M MM ′ t.c. f(M) ⊂ N ′ con N ′ ⊂M ′ sottovar. diff.

f diff. ⇔ f| :M M N ′ diff. (e in tal caso rg f = rg f|)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) (M,S) var. diff., N ⊂M ap. ⇒ N m-sottovar. diff. di M

2) (Mi,Si) m-varietà diff., Ni ⊂Mi ni-sottovar. diff.

⇒ N1 × . . .×Nn ⊂M1 × . . .×Mn Σni-sottovar. diff.

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. M varietà differenziabile, per N ⊂M sono equivalenti:

1) N è una n-sottovarietà differenziabile di M

2) ∀ p ∈ N ∃A ⊂M int. ap. di p ∃E : AM Rm−n diff. reg.,

t.c. N ∩A = E−1(0) (E(x) = 0 equazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolareequazione locale regolare)

3) ∀ p ∈ N ∃B ⊂ N int. ap. di p ∃ f : D MM imm. diff. reg.

con D ⊂ Rn, t.c. f(D) = B (x = f(t) param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.param. locale reg.)
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DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. 1) ⇒ 2) e 3)

M
A

B

Rm

Rn

N

p

0 00 i

x1, . . . , xn) (( x1, . . . , xn,0, . . . ,0)

π

x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) (xn+1, . . . , xm)

Ef
ϕ

Rm−n

(

f = ϕ−1
a i 3 x1= t1, . . . , xn= tn, xn+1= 0, . . . , xm= 0

E = π a ϕ 3 B = {p ∈ A | xn+1(p) = 0, . . . , xm(p) = 0}

2) ⇒ 1) basta considerare il caso M = Rm

Rm

0

0

π
ϕ

Rm−n

A

A N

E

p

g

′

Rm

rgpE = m− n 3 JpE = (Pm−n,n |Qm−n,m−n) con detQ 6= 0

3 g : AM Rm, g(x) = (x1, . . . , xn, E(x1, . . . , xm))

Jpg =

(
In

P

0

Q

)
invertibile 3 ϕ = g|A′ : A′

M ϕ(A′) diffeo
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3) ⇒ 1) basta considerare il caso M = Rm

si può assumere p = f(0) e D = Rn

Rm

0 ϕ

A
N

f

h

p

i

Rm

Rn0
B

rg0 f = n 3 J0f =

(
Qn,n

Pm−n,n

)
con detQ 6= 0

3 h : Rm
M Rm, h(x) = f(x1, . . . , xn)+ (0, . . . , 0, xn+1, . . . , xm)

J0h =

(
Q

P

0

Im−n

)
invertibile 3 ϕ = h−1

| : AM ϕ(A) diffeo

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. 1) f :M M N appl. diff., m ≥ n, q ∈ N valore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolarevalore regolare

(cioè f regolare in p per ogni p ∈M t.c. f(p) = q)

⇒ L = f−1(q) (m− n)-sottovarietà diff. di M

2) f :M M N immersione diff. regolare, m ≤ n

⇒ L = f(M) m-sottovarietà diff. di N

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. 1) (B,ψ) carta locale di N intorno a q, ψ(q) = 0

3 ψ af equaz. loc. reg. per L intorno a p per ogni p ∈ L

2) (A,ϕ) carta locale di M intorno a p ∈M t.c. f|A regolare

3 f a ϕ−1 param. loc. reg. di L intorno a q = f(p)

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: f :M M N applicazione diff. regolare con m ≤ n{
⇒ f immersione locale

; f immersione (π : RM S1, ⊂ R2)
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EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) Sm ⊂ Rm+1 (E(x) = ‖x‖2 = 0 equazione regolare)

2) Tm ⊂ R2m (prodotto di sottovarietà diff.)

3) curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2curve diff. reg. in R2 (
def
== 1-sottovarietà diff. di R2)

C = {(x, y) ∈ A | E(x, y) = 0} con A ⊂ R2 aperto,

E : AM R diff. t.c. ∇E =

(
∂E

∂x

∂E

∂y

)
6= 0 in C

TT§—H
H
H
H
H
H

gradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradiente di E (normale a C)

C = α(I) con I ⊂ R aperto (oppure I = S1)

α : I M R2 imm. diff. t.c. α′(t) = (x′(t), y′(t)) 6= 0 ∀ t
TTD

Œ Õ <
<
<

velocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocità di α (tangente a C)

4) superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3superfici diff. reg. in R3 (
def
== 2-sottovar. diff. di R3)

S = {(x, y, z) ∈ A | E(x, y, z) = 0} con A ⊂ R3 aperto,

E : AM R diff. t.c. ∇E =

(
∂E

∂x

∂E

∂y

∂E

∂z

)
6= 0 in S

TT§—H
H
H
H
H
H

gradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradientegradiente di E (normale a S)

S = ω(D) con D ⊂ R2 aperto (oppure D = sup. diff.)

ω : D M R3 imm. diff. t.c. rg J(t1,t2)ω = 2 ∀ (t1, t2)

cioè rg




∂x

∂t1
∂x

∂t2

∂y

∂t1
∂y

∂t2

∂z

∂t1
∂z

∂t2




= 2 (⇔
∂ω

∂t1
×
∂ω

∂t2
6= 0) ∀ (t1, t2)

TTD
B
B
B

normale a S

5) curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3curve diff. reg. in R3 (
def
== 1-sottovarietà diff. di R3)

C = {(x, y, z) ∈ A | E(x, y, z) = 0 , F (x, y, z) = 0}

con A ⊂ R3 aperto, E,F : AM R diff. t.c.

rg



∂E

∂x

∂E

∂y

∂E

∂z
∂F

∂x

∂F

∂y

∂F

∂z


 = 2 (⇔ ∇E ×∇F 6= 0) in C

TTD
B
B
B

tangente a C
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C = α(I) con I ⊂ R aperto (oppure I = S1)

α : I M R3 imm. diff. t.c. α′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)) 6= 0
TTD

Œ Õ <
<
<

velocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocitàvelocità di α (tangente a C)

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: curve diff. in R3 = inters. di sup. diff. trasversali in R3

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. N ⊂ Rm n-sottovarietà differenziabile

⇔ ∀x ∈ N ∃A ⊂ N intorno aperto di x

∃D ⊂ Rn
(xi1 ,...,xin)

aperto, ∃ g : D M Rm−n
(xin+1 ,...,xim)

appl. diff.

t.c.A = Gr(g) = {x ∈ Rm | (xin+1, . . . , xim) = g(xi1, . . . , xin)}

Rn

(xi1,...,xin)

Rm−n

(xin+1,...,xim)

x
A

D

N ⊂ Rm

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. 


x1 = f1(t1, . . . , tn)
...

xm = fm(t1, . . . , tn)

parametrizzazione locale regolare

con det

(
∂xi1 . . . ∂xin

∂t1 . . . ∂tn

)
6= 0

43





t1 = h1(xi1 , . . . , xin)
...

tn = hn(xi1 , . . . , xin)

xin+1 = f in+1(h1(−), . . . , hn(−)) = g1(xi1 , . . . , xin)
...

xim = f im(h1(−), . . . , hn(−)) = gm−n(xi1 , . . . , xin)

43





E1(x1, . . . , xm) = xin+1 − g1(xi1 , . . . , xin)
...

Em−n(x1, . . . , xm) = xim − gm−n(xi1 , . . . , xin)
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E1(x1, . . . , xm) = 0
...

Em−n(x1, . . . , xm) = 0

equazione locale regolare

con det

(
∂E1 . . . ∂Em−n

∂xin+1 . . . ∂xim

)
6= 0

43





xin+1 = g1(xi1 , . . . , xin)
...

xim = gm−n(xi1 , . . . , xin)

43





xi1 = f i1(t1, . . . , tn) = t1
...

xin = f in(t1, . . . , tn) = tn

xin+1 = f in+1(t1, . . . , tn) = g1(t1, . . . , tn)
...

xim = f im(t1, . . . , tn) = gm−n(t1, . . . , tn)

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: 1) C = {(x, y) ∈ R2 | x2 − y3 = 0} = {(t3, t2) | t ∈ R}

non è una curva differenziabile regolare in R2

2) C = {(x, y) ∈ R2 | x3 − y3 = 0} = {(t3, t3) | t ∈ R}

è una curva differenziabile regolare in R2

Partizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabiliPartizioni dell’unità differenziabili

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. M varietà diff., A ricoprimento aperto di M

⇒ ∃Λ = {λn}n≥1 partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff.partizione dell’unità diff. subord. ad A

(cioè t.c. λn :M M R funzione diff. per ogni n ≥ 1)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. si può assumere A = {(An, ϕn)}n≥1 atlante speciale

t.c. B = {Bn = ϕ−1
n (B(0, 1))} ricoprimento di M

α : RM R definita α(t) =
{ e−1/t t > 0

0 t ≤ 0

3 β : RM R definita β(t) = α(t− 1)

γ : RM R definita γ(t) = α(2− t)

3 δ : RM R definita δ(t) = γ(t)/(β(t) + γ(t))

3 η : Rm
M R definita η(x) = δ(‖x‖)
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3 ηn :M M R definita ηn(p) =
{ η(ϕn(p)) p ∈ An

0 p 6∈ An

3 λ1(p) = η1(p) , λn(p) = ηn(p)(1−Σi<nλi(p))

Teorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabileTeorema di approssimazione differenziabile

f :M M N applicazione continua tra varietà diff.

C ⊂M chiuso, ε :M M ]0,+∞[ continua

⇒ ∃ g :M M N applicazione continua

t.c. 1) g|C = f|C e g|M−C differenziabile,

2) d(g(p), f(p)) < ε(p) ∀ p ∈M (g ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross.ε-appross. di f)

3) g ≃ε f (∃H : g ≃ f ε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopiaε-omotopia cioè tale che

d(ht(p), f(p)) < ε(p) ∀ t ∈ [0, 1] , ∀ p ∈M)

Inoltre, f diff. in (ogni punto di) C ⇒ esiste tale g diff. (in M)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. basta considerare il caso C = ∅ e N = Rn

(M ′ =M − C, ε′(p) = min(ε(p), e−1/d(p,C)),

B = {(Bk, ψk)}k≥1 atlante speciale localmente finito di N

3 gk :M M N continua diff. in g−1
k (B1 ∪ . . . ∪Bk)

tale che g0 = f e gk ≃ε/2k gk−1 ∀ k ≥ 1,

induz. su k con M ′ = g−1
k−1(Bk), f

′ = ψk a gk−1, N
′ = Rn,

ε′(p) tale che d(ψk(p), ψk(q))<ε
′(p) ⇒ d(p, q)<ε(p)/2k

3 g = limk gk :M M N)

A = {Ak} ricoprim. ap. di M t.c. diam f(Ak) < infp∈Ak
ε(p)

3 Λ = {λk} partizione dell’unità diff. subordinata ad A

3 g(p) = Σk≥1λk(p)f(pk) con pk ∈ Ak

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: per dim. m ≤ 3 ogni omeo si può approssimare con diffeo

3 ogni m-varietà con m ≤ 3 ha un’unica struttura diff.

a meno di diffeo (classif. diff. = classif. top.)

Teorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabileTeorema di immersione differenziabile

M m-varietà diff. compatta (vale per ogni varietà diff.)

⇒ ∃M M֒ Rn immersione diff. regolare con n ≥ m

(M diffeomorfa a i(M) ⊂ Rn m-sottovarietà diff.)
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DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. µ : Rm
M R, µ(x) = 1− η(x)

ρ : Rm
M Rm, ρ(x) = µ(x) · x

σ : Sm
M Sm, σ(p2) = p2 e σ(p) = ϕ−1

2 (ρ(ϕ2(p))) ∀ p 6= p2
⇒ σ differenziabile, σ(Sm

+ ) = p1, σ regolare in Sm − Sm
+

(A,ϕ) carta differenziabile speciale di M

3 ϕ̃ :M M Sm
5 R̂m diff. t.c. ϕ̃|A = σ a ϕ, ϕ̃(M −A) = ∞

ϕ̃ regolare in B = ϕ−1(B(0, 1)) ⊂M

A = {(A1, ϕ1), . . . , (Ak, ϕk)} atlante speciale

t.c. B = {Bi = ϕ−1
i (B(0, 1))}i=1,...,k ricopr. ap. di M

3 ϕ̃1 × . . .× ϕ̃k :M M Sm × . . .× Sm ⊂ R(m+1)k

immersione differenziabile regolare

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: si può ridurre n = (k + 1)m fino a 2m+ 1, proiettando

opportunamente M ⊂ Rn in R2m+1 ⊂ Rn, e poi fino a 2m

con tecniche più sofisticate (teorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitneyteorema di Whitney)

Teorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolareTeorema dell’intorno tubolare

M m-varietà diff., N ⊂M n-sottovarietà diff. chiusa

⇒ ∃ T ⊂M intorno aperto di N , ∃ r : T M N retrazione diff.

t.c. ∀ p ∈ N ∃ (TA, ϕA) carta diff. di M adattata a N

con A ⊂ N intorno aperto di p, TA = r−1(A) ⊂M

ϕA(TA) = ϕA(A)×Rm−n e ϕA a r|TA
= π a ϕA

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. Caso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso specialeCaso speciale: M = Rm

p ∈ N 3 Bp ⊂ TpN
⊥ intorno aperto di p tale che

∀x ∈ Bp ∃! px ∈ N con d(x, px) minima

(N è localmente grafico di una funz. diff.)

T = ∪p∈NBp, r : T M N retrazione diff. definita r(x) = px
〈x, px〉 ⊂ T ∀x ∈ T ⇒ r−1(p) 5 Rn−m (ap. stellato in TpN

⊥)

Caso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generaleCaso generale: M ⊂ Rℓ (teorema di immersione diff.)

p ∈ N 3 B′
p ⊂ TpN

⊥ ⊂ TpM (come nel caso speciale)

3 T ′ ⊂ ∪p∈NB
′
p ⊂ TM con TM int. tub. di M in Rℓ

3 T = rM(T ′) ⊂M


