
Geometria superiore Topologia delle varietà/1

Coomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De RhamCoomologia di De Rham

M varietà differenziabile

CkM
def
== Ker(d : Dk

M Dk+1) ⊂ DkM (k-forme chiuse su M)

EkM
def
== Im(d : Dk−1

M Dk) ⊂ CkM (k-forme esatte su M)

HkM
def
== CkM/EkM k-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologiak-esimo spazio di coomologia di M

HM
def
== ⊕k≥0H

kM coomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rhamcoomologia di De Rham di M

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) H0M 5 R#(comp. conn. di M) , HkM 5 0 ∀ k > m

(H0M = C0M = {f :M M R | f localmente costante})

2) HkM R-spazio vettoriale (e H0M-modulo) ∀ k ≥ 0

HM algebra graduata anticomm. ([λ]∧[µ]
def
== [λ∧µ])

3) HkRm
5 0 ∀ k > 0 (lemma di Poincaré)

f :M M N applicazione differenziabile con M e N varietà diff.

43 f∗ : HkN M HkM definita f∗([λ]) = [f∗(λ)] ∀ [λ] ∈ HkN , k ≥ 0

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) f∗ è ben definita (f∗ : DkN M DkM soddisfa d af∗ = f∗ a d)

2) f∗ è R-lineare e f∗([λ]∧[µ]) = f∗([λ])∧f∗([µ])

3) (idM)∗ = idHM , (g a f)∗ = f∗ a g∗

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. f ≃ g :M M N ⇒ f∗ = g∗ : HkN M HkM per ogni k ≥ 0

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. H : f ≃ g 3 K :M ×RM N appl. diff. t.c. kt =

{
f ∀ t ≤ 0

g ∀ t ≥ 1
(teorema di approssimazione diff.)

basta considerare il caso k
t|M−C

= k0|M−C
∀ t ∈ R

con C ⊂ A compatto e A 5 Rm carta locale speciale

(A = {An}n≥1 atl. speciale, {hn}n≥1 part. dell’unità subord.

3 decomp. di K in Kn tra Gr(Σi<nhn) e Gr(Σi≤nhn))

[λ] ∈ HkN 3 K∗([λ]) = [µ = K∗(λ)] ∈ Hk(M ×R)

⇒ π∗(i∗1(µ|A×R)− i∗0(µ|A×R)) = d(Φk
0(µ)−Φk

1(µ))

(come lemma di Poincaré con Φk
i O

∫ x

i
. . . dt)

⇒ π∗(i∗1(µ)− i∗0(µ)) = dν con ν ∈ Dk−1(M ×R)

(ν estensione di Φk
0(µ)−Φk

1(µ) nulla su M − C ×R)

⇒ f∗([λ]) = i∗0([µ]) = i∗1([µ]) = g∗([λ]) (i∗0 a π∗ = id ⇒ π∗ in)
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f :M M N applicazione continua con M e N varietà diff.

43 f∗
def
== f∗s : HkN M HkM con fs ≃ f :M M N appross. diff.

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) f∗ è ben definita (non dipende dalla scelta di fs)

2) f∗ è R-lineare e f∗([λ]∧[µ]) = f∗([λ])∧f∗([µ])

3) (g a f)∗ = f∗ a g∗ (gs a fs ≃ g a f appross. diff.)

4) f ≃ g :M M N ⇒ f∗ = g∗ : HkN M HkM (fs ≃ gs)

5) M ≃ N ⇒ HkM 5 HkN ∀ k ≥ 0 e HM 5 HN

M varietà differenziabile, {M1,M2} ricoprimento aperto

43 i1,2 :M1,2 MM e j1,2 :M0 =M1 ∩M2 MM1,2 inclusioni

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. 0 M DkM
ϕ
−M DkM1 ⊕DkM2

ψ
−M Dk(M1 ∩M2) M 0

con ϕ(λ) = (i∗1(λ), i
∗
2(λ)) e ψ(λ1, λ2) = j∗1(λ1)− j∗2(λ2)

è una successione esatta (Im(M ·) = Ker(· M))

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. ϕ iniettiva (i∗1,2(λ) = λ|M1,2
determinano univocamente λ)

Imϕ ⊂ Kerψ (ψ(ϕ(λ)) = ψ(λ|M1
, λ|M2

) = λ|M0
− λ|M0

= 0)

Imϕ ⊃ Kerψ ((λ1, λ2) ∈ kerψ ⇒ λ1|M0
= λ2|M0

3

λ = λ1 ∪ λ2 ∈ DkM t.c. ϕ(λ) = (λ1, λ2))

ψ suriettiva (λ ∈ DkM0 , {f1,2} part. dell’unità sub. a {M1,2}

3 λi = (−1)3−i ˜f3−iλ ∈ DkMi t.c. ψ(λ1, λ2) = λ)

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. M varietà differenziabile, {M1,M2} ricoprimento aperto

3 0 M H0M
ϕ∗

−M H0M1⊕H0M2

ψ∗

−M H0(M1∩M2)
∆
−M H1M . . .

∆
−M HkM

ϕ∗

−M HkM1⊕HkM2

ψ∗

−M Hk(M1∩M2)
∆
−M Hk+1M

. . .
∆
−M HmM

ϕ∗

−M HmM1 ⊕HmM2

ψ∗

−M Hm(M1 ∩M2)
∆
−M 0

successione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietorissuccessione esatta di Mayer-Vietoris

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. ∆([λ])
def
== [λ′′′] per ogni λ ∈ CkM0 con λ′′′ ∈ Ck+1M tale che

ϕ(λ′′′) = (λ′′1 , λ
′′
2) = (dλ′1, dλ

′
2) e ψ(λ′1, λ

′
2) = λ

∆ appl. lineare ben definita (non dipende da λ, λ′1 e λ′2)

come si vede ragionando sul seguente diagr. comm. dove

le frecce orizz. sono ϕ e ψ del lemma, le verticali sono d,

e inoltre λ′ = (λ′1, λ
′
2) , dλ

′ = (dλ′1, dλ
′
2) e λ′′ = (λ′′1 , λ

′′
2)
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λ 0

0

0

00 0

0

0

0 .

.

′′′
λ
′′

λ λ
′

Imϕ∗ = Kerψ∗ segue da Imϕ = Kerψ

Imψ∗ = Ker∆ e Im∆ = Kerϕ∗ seguono dalla definizione

di ∆, come si vede ragionando sul diagr. comm. sopra

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) M =M1 ⊔M2 ⇒ HkM 5 HkM1 ⊕HkM2 ∀ k ≥ 0

[λ1]∧[λ2] = 0 in HM ∀ [λ1,2] ∈ HM1,2

2) HkM 5 ⊕{Mc}H
kMc con {Mc} = comp. conn. di M

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. M varietà diff. compatta ⇒ dimHkM <∞ per ogni k ≥ 0

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. M ⊂ T ⊂ Rn (teoremi di immers. diff. e intorno tubolare)

3 M ⊂ A = C1 ∪ . . . ∪ Cℓ ⊂ T con Ci 5 Rn aperti convessi

T @M 3 r : AMM retrazione continua

i∗ a r∗ = (r a i)∗= id∗M = idHkM ⇒ r∗ : HkM M HkA iniettiva

quindi basta provare che dimHkA <∞ per ogni k ≥ 0

per induzione su ℓ ≥ 1 a partire dal caso banale ℓ = 1

A = C1 ∪ . . . ∪ Cℓ 3 A = A′ ∪ Cℓ con A′ = C1 ∪ . . . ∪ Cℓ−1

Hk−1A′′ ∆
−M HkA

ϕ∗

−M HkA′ ⊕HkCℓ successione esatta

con A′′ = A′ ∩ Cℓ = (C1 ∩ Cℓ) ∪ . . . ∪ (Cℓ−1 ∩ Cℓ)

⇒ dimHkA= dim Im∆+ dim Imϕ∗

≤ dimHk−1A′′ + dim(HkA′ ⊕HkCℓ) <∞

(dimHk−1A′′, dimHkA′ <∞ per ipotesi induttiva)

M varietà differenziabile compatta

43 bk(M)
def
== dimHkM ∈ N per ogni k ≥ 0

TTD
Œ Õ <
<

<

k-esimo numero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Bettinumero di Betti

43 χ(M)
def
== Σk≥0(−1)kbk(M) ∈ Z

TTD
Œ Õ <
<

<

caratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincarécaratteristica di Eulero-Poincaré
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NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: bk(M) e χ(M) sono invarianti omotopici

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. M varietà differenziabile compatta connessa

A = {A1, . . . , An} ricoprimento aperto di M tale che

Ai0 ∩ . . . ∩Aik 6= ∅ ⇒ contraibile ∀ 1 ≤ i0 < . . . < ik ≤ n

⇒ χ(M) = Σk≥0(−1)knk con nk = # {Ai0 ∩ . . . ∩Aik 6= ∅}

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. induzione su n ≥ 1 a partire dal caso banale n = 1

∀M = A1 ∪ . . . ∪An come sopra ma non necess. compatto

A′ = A1 ∪ . . . ∪An−1 , A
′ = {A1, . . . , An−1} , n

′
k come sopra

A′′ = A′ ∩An , A
′′ = {A1 ∩An, . . . , An−1 ∩An} , n

′′
k come sopra

nk = n′k + n′′k−1 ∀ k ≥ 0 (con n′′−1
def
==1) e ipotesi induttiva

⇒ Σk≥0(−1)knk = Σk≥0(−1)k(bk(A
′) + bk−1(A

′′)) + 1

Hk−1A′′ ∆
k−1

−M HkM
ϕk

−M HkA′ ⊕HkAn

ψk

−M HkA′′ succ. esatta

⇒ bk(M) = dimKerϕk + dim Imϕk

bk(A
′) = dimKerψk + dim Imψk − δk,0

= dim Imϕk + dim Imψk − δk,0
bk−1(A

′′) = dimKer∆k−1 + dim Im∆k−1

= dim Imψk−1 + dimKerϕk

⇒ bk(A
′)+ bk−1(A

′′) = bk(M)+dim Imψk−1+dim Imψk− δk,0
⇒ Σk≥0(−1)k(bk(A

′) + bk−1(A
′′)) + 1 = Σk≥0(−1)kbk(M)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) M superficie compatta, P poligonazione di M

χ(M) = # {vert. di P} −# {lati di P}+# {polig. di P}

(basta considerare il caso speciale P triangolazione

A = {Av = Int(∪{triangoli di P con vertice v})})

2) M varietà diff. compatta, P decomp. poliedrale di M

χ(M) = Σk≥0(−1)k # {poliedri k-dimensionali di P}

(basta considerare il caso speciale P decomp. simpliciale

A = {Av = Int(∪{simplessi di P con vertice v})})

3) χ(Sm) =

{
2 se m pari

0 se m dispari

(A = {A±
i = Sm ∩ {xi ≷ 0}}i=1,...,m+1 ⇒ nk = (m+1

k+1 )2
k+1)
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4) χ(Tm) = 0 per ogni m ≥ 1

(in generale χ(M1 ×M2) = χ(M1) · χ(M2))

5) χ(Pm) =

{
1 se m pari

0 se m dispari

(in generale p :M M N d-rivest. ⇒ χ(M) = dχ(N))

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. HkSm
5





0 se k 6= 0,m

R se k = 0,m e m > 0

R2 se k = m = 0

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. H0S0
5 R2 e H0Sm

5 R ∀m > 0 (# comp. conn.)

HkS0
5 0 ∀ k > 0 (S0 = {−1} ⊔ {+1})

Sm = A1 ∪A2 con Ai = Sm − {pi} 5 Rm e A1 ∩A2 @ Sm−1
3

Hk−1Rm ⊕Hk−1Rm
M Hk−1Sm−1

M HkSm
M HkRm ⊕HkRm

succ. esatta ⇒ H1S1
5 R e H1Sm

5 0 ∀m > 1

HkSm
5 Hk−1Sm−1 ∀ k > 1,m ≥ 1

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. Sn
5omeo S

m ⇔ Sn ≃ Sm ⇔ n = m

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. Sn ≃ Sm ⇒ HkSn ≃ HkSm ⇒ n = m

Teorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensioneTeorema di invarianza della dimensione

Rn
5omeo R

m ⇔ n = m

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. h : Rn
5 Rm

3 τ−h(0) a h| : R
n − {0} 5 Rm − {0}

⇒ Sn−1 ≃ Sm−1 (Sn−1
E Rn − {0} 5 Rm − {0} @ Sm−1)

Teorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazioneTeorema di non retrazione

∄ retrazione continua r : Bm
M Sm−1

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. per assurdo idSm−1 = r a i : Sm−1 i
−M Bm r

−M Sm−1 ⇒

i∗ a r∗= idHm−1Sm−1 :Hm−1Sm−1 r∗
−M Hm−1Bm i∗

−M Hm−1Sm−1

Teorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di BrouwerTeorema del punto fisso di Brouwer

f : Bm
M Bm applicazione continua

⇒ ∃ x ∈ Bm tale che f(x) = x (punto fisso)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. f(x) 6= x ∀x ∈ Bm
3 r : Bm

M Sm−1 retraz. cont. definita

r(x) = sf(x),x ∩ Sm−1 , sf(x),x semir. ap.
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PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. X,Y ⊂ Rm sottospazi chiusi

X 5omeo Y ⇒ Hk(Rm −X) 5 Hk(Rm − Y ) ∀ k ≥ 0

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. Rm ⊂ Rm+1
3 H0(Rm −X) 5 R⊕H1(Rm+1 −X)

Hk(Rm −X) 5 Hk+1(Rm+1 −X) ∀ k > 0

(Rm+1 −X = A− ∪A+, con A± = IntRm+1
± ∪ (Rm −X)×R,

A± @ ∗ , A− ∩A+ = (Rm −X)×R @ Rm −X 3

⊕HkA± M Hk(Rm −X) M Hk+1(Rm+1 −X) M ⊕Hk+1A±)

H0(Rm −X) 5 R⊕Hm(R2m −X)

5 R⊕Hm(R2m − Y ) 5 H0(Rm − Y )

Hk(Rm −X) 5 Hk+m(R2m −X)

5 Hk+m(R2m − Y ) 5 Hk(Rm − Y ) ∀ k > 0

(h : X M Y omeo 3 k : R2m
M R2m omeo tale che

X × 0Rm 7M Gr(h) 7M 0Rm × Y

⇒ R2m − (X × 0Rm) 5omeo R
2m − (0Rm × Y )

⇒ R2m −X 5omeo R
2m − Y )

Teorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologicheTeorema di separazione per sfere topologiche

S ⊂ Rm sfera topologica (cioè S 5omeo S
m−1)

⇒ Rm − S ha due componenti connesse I(S) ed E(S) t.c.

I(S) limitata, E(S) illimitata, Fr I(S) = FrE(S) = S

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. S 5omeo S
m−1 ⇒ H0(Rm − S) 5 H0(Rm − Sm−1) 5 R2

⇒ Rm − S ha due comp. conn. di cui una sola illimitata

(S compatto ⇒ S ⊂ B(0, r) ⇒ Rm −B(0, r) ⊂ E(S))

∀C  S compatto, C 5omeo C
′  Sm−1 compatto

⇒ H0(Rm − C) 5 H0(Rm − C ′) 5 R ⇒ Rm − C connesso

⇒ Fr I(S) = FrE(S) = S

Teorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominioTeorema di invarianza del dominio

f : AM B applicazione continua biiettiva con A,B ⊂ Rm

A aperto in Rm ⇒ B aperto in Rm (in tal caso f omeo)

(A,B ⊂ Rm con A 5omeoB ⇒ [Aaperto in Rm ⇔B aperto in Rm])

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. x ∈ A aperto in Rm
3 ε > 0 t.c. ClB(x, ε) ⊂ A

ClB(x, ε) compatto ⇒ f|ClB(x,ε) immersione
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⇒ S = f(FrB(x, ε)) ⊂ Rm sfera topologica

Rm − S = f(B(x, ε)) ⊔ (Rm − f(ClB(x, ε)))

con f(B(x, ε)) e Rm − f(ClB(x, ε)) connessi

⇒ f(B(x, ε)) = I(C) intorno aperto di f(x) in Rm

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) A ⊂ Rn, B ⊂ Rm aperti non vuoti, A 5 B ⇒ n = m

(n ≤ m 3 A ⊂ Rn ⊂ Rm aperto in Rm ⇒ n = m)

2) M m-varietà topologica (con bordo) ⇒

m = dimM invariante topologico univoc. determ.

3) M m-varietà topologica con bordo ⇒

IntM ⊂M m-varietà topologica (senza bordo)

BdM ⊂M (m− 1)-varietà topologica (senza bordo)

IntM ∩BdM = ∅, IntM ⊂M aperto, BdM ⊂M chiuso

LemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemma. M m-varietà diff. connessa

∀λ ∈ DmM(= CmM) con supp. compatto, A ⊂M aperto

∃µ ∈ DmM con supp. compatto ⊂ A tale che µ− λ ∈ EmM

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. A = {(An, ϕn)}n≥1 atlante speciale

3 {fn}n≥1 partizione dell’unità subordinata

3 λ = Σn≤nλn con λn = fnλ ∈ CmM , supp(λn) ⊂ An (comp.)

(supp(λ) compatto ⇒ somma finita, cioè λ = Σn≤nλn)

3 µ = Σn≤nµn con µn − λn ∈ EmM e supp(µn) ⊂ A (comp.)

(∃hn ≃ idM diffeo di M tale che supp(λn) ⊂ hn(A)

3 µn = h∗n(λn) ∈ CmM tale che supp(µn) ⊂ A

e [µn] = h∗n([λn]) = id∗M([λn]) = [λn] ∈ HmM)

⇒ supp(µ) ⊂ A comp. e λ− µ = Σn≤n(µn − λn) ∈ EmM

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: il lemma non vale per λ ∈ DkM con k < m (DkM 6= CkM)

LemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemmaLemma. ∀λ ∈ DmRm con supp. compatto t.c.
∫
Rm λ = 0

∃µ ∈ Dm−1Rm con supp. compatto t.c. λ = dµ

(vale anche il viceversa per il teorema di Stokes)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. m = 1 3 λ = f(x)dx ∈ D1R con
∫
R
λ =

∫ +∞

−∞
f(x)dx = 0

3 µ =
∫ x

−∞
f(ξ)dξ ∈ D0R = C∞(R) con supp(µ) comp.
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m > 1 3 λ = f(x1, . . . , xm)dx1∧ . . . ∧dxm , supp(f) comp.

f =
∑m

i=1

∂fi
∂xi

, supp(fi) compatto ∀ i = 1, . . . ,m

(g(x1, . . . , xm−1) =
∫ +∞

−∞
f(x1, . . . , xm)dxm

supp(g) comp. ⇒ g =
∑m−1

i=1

∂gi
∂xi

, supp(gi) comp.

ρ ∈ C∞(R) t.c. supp(ρ) compatto e
∫ +∞

−∞
ρ(t)dt = 1

3 fi(x) = gi(x
1, . . . , xm−1)ρ(xm) ∀ i ≤ m− 1

t.c. supp(fi) ⊂ supp(gi)× supp(ρ) compatto

3 h = f −
∑m−1

i=1 ∂fi/∂x
i = f − g · ρ ∈ C∞(Rm)

3 fm(x) =
∫ xm

−∞
h(x1, . . . , xm−1, ξ)dξ

t.c.
∫ +∞

−∞
h(x)dxm = 0 ⇒ supp(fm) compatto)

3 µ =
∑m

i=1(−1)i−1fi(x)dx
1
∧ . . . ∧dxi−1

∧dxi+1
∧ . . . ∧dxm

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. M varietà diff. compatta connessa

HmM 5

{
R se M è orientabile

0 se M non è orientabile

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. M orientata 3 ϕ : CmM = DmM M R def. ϕ(λ) =
∫
M
λ

ϕ lineare (linearità dell’integrale)

ϕ suriettiva (ω ∈ Dm forma di volume su M ⇒ ϕ(ω) > 0)

kerϕ ⊃ EmM (λ = dµ + teor. di Stokes ⇒
∫
M
λ =

∫
∂M

µ = 0)

kerϕ ⊂ EmM (λ ∈ Kerϕ con supp(λ) ⊂ A 5 Rm compatto

lemma ⇒ λ|A = dν con supp(ν) compatto

3 µ = ν̃ ∈ DmM estensione nulla t.c. λ = dµ)

⇒ ϕ/Kerϕ : HmM = CmM/EmM M R iso def. [λ] 7M
∫
M
λ

M non orientabile ⇒ ∃h ≃ idM :M MM diffeo tale che

h|A : AM A inverte l’orientazione

[λ] ∈ HmM 3 µ ∈ CmM t.c. λ− µ ∈ EmM e supp(µ) ⊂ h(A)

⇒ [λ] = [µ] = h∗([µ]) = −[µ] = −[λ] ⇒ [λ] = 0

M = (M,OM) m-varietà diff. compatta connessa orientata

43 ηM ∈ HmM
def
== unica classe t.c.

∫
M
ηM = 1 (± ηM O ±OM)

TTD
Œ Õ <
<

<

classe fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentaleclasse fondamentale di M
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f :M M N applicazione continua

con M e N m-varietà diff. compatte connesse orientate

43 d(f) ∈ Z gradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogradogrado di f definito da f∗(ηN) = d(f) · ηM

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) d(f) è ben definito (HmM = 〈ηM 〉)

d(f) ∈ Z (f ≃ g :M M N diff. (teorema di appross. diff.)

3 q ∈ N valore regolare di g (teorema di Sard)

g−1(q) = {p1, . . . , pk} 3 g−1(B) = A1 ⊔ . . . ⊔Ak

carte sp. int. a q e pi t.c. g|Ai
: Ai M B diffeo

ηN = [λ] con supp(λ) ⊂ B ⇒
∫
N
λ = 1 ⇒

d(f) = d(g) =
∫
M
g∗(λ) =

∑k
i=1 σpi

(g) ∈ Z)
2) orientazione opposta su M o N 3 d(f) opposto

3) f ≃ g :M M N ⇒ f∗ = g∗ ⇒ d(f) = d(g)

4) f :M M N , g : N M L ⇒ d(g a f) = d(f) · d(g)

5) h :M M N omeo ⇒ d(h) = ±1 se h cons./inv. l’orient.

6) f : S1
M S1 ⇒ d(f) = grado definito con π1(S

1)

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. Sm ha campi di vettori ovunque non nulli ⇔ m dispari

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. V ∈ VSm ovunque non nullo 3 H : idSm ∼ αSm ⇒ m dispari

m dispari 3 V =W|Sm ∈ VSm campo di versori

con W ∈ VRm+1=2n campo di vettori definito

W(x1,x2,...,x2n−1,x2n) = (−x2, x1, . . . ,−x2n, x2n−1)
Teorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di HopfTeorema di Hopf

M m-varietà diff. compatta connessa orientata

f, g :M M Sm applicazioni continue, f ≃ g ⇔ d(f) = d(g)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. basta provare ⇐ (l’inversa segue dalla nota 3 sopra)

f, g : Sm
M Sm per induz. su m ≥ 1 (m = 1 ⇐ nota 6 sopra)

f, g diff. con ±em+1 ∈ Sm val. reg. (teor. appross. diff. e Sard)

f−1(±em+1), g
−1(±em+1) ⊂ Sm

± (a meno di omotopia)

3 f ′ ≃ f e g′ ≃ g tali che f ′(Sm
± ), g′(Sm

± ) ⊂ Sm
±

⇒ f ′ ≃ Σ(f ′| :S
m−1

M Sm−1) , g′ ≃ Σ(g′|:S
m−1

M Sm−1)

⇒ d(f ′| ) = d(f) = d(g) = d(g′|) 3 H : f ′| ≃ g′| (ipotesi ind.)

3 Σ(H) : Σ(f ′| ) ≃ Σ(g′|) ⇒ f ≃ g
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f, g :M M Sm diff. con −em+1 ∈ Sm val. reg. (come sopra)

f−1(−em+1), g
−1(−em+1) ⊂ A carta sp. (a meno di omotopia)

3 f ′, g′ : Sm
M Sm t.c. f ∼ f ′ ◦ ϕ̂ e g ∼ g′ ◦ ϕ̂

con ϕ̂ :M MM/(M −A) 5 Sm e d(ϕ̂) = 1

d(f) = d(g) ⇒ d(f ′) = d(g′) ⇒ f ′ ∼ g′ ⇒ f ∼ g

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) in generale d(f) = d(g) ; f ≃ g per f, g :M M N

(i1 a π1 6≃ i2 a π2 : T 2
M T 2

5 S1×S1 anche se d(ii a πi) = 0)

2) f :M M N con M,N comp. conn. non orientabili/orientate

3 d2(f) = #(f−1(q)) mod 2 ∈ Z2 con q ∈ N val. regolare
TTD

Œ Õ <
<

<

grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2grado mod 2 di f ben definito e soddisfa prop. 3 , 4 , 5

(M,N orientabili 3 d2(f) = d(f) mod 2 per ogni OM ,ON

M non orient., N orient. 3 d2(f) = d(f a pM)/2 mod 2

M orient., N non orient. 3 d2(f) = 2 d(pN af̃) = 0 mod 2

M,N non orient. 3 d2(f) = d(f̃ ) mod 2 , pN a f̃ = f a pM)

Teorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabiliTeorema di separazione per ipersuperfici differenziabili

M ⊂ Rm+1 m-sottovarietà diff. compatta connessa

⇒ M orientabile e Rm+1−M ha due comp. conn. I(M) e E(M)

t.c. I(M) limitata,E(M) illimitata, Fr I(M) = FrE(M) =M

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. p ∈ Rm+1 −M 3 νp :M M Sm def. νp(x) = (x− p)/‖x− p‖

tale che p, p′ ∈ stessa comp. conn. di Rm+1 −M ⇒ νp ≃ νp′

M ⊂ Rm+1
3 M ⊂ T ⊂ Rm+1 (teorema dell’intorno tubolare)

M orientabile ⇒ (T,M) 5 (M × [−1, 1],M × {0})

⇒ T −M ha due comp. conn. con FrT =M

⇒ Rm+1 −M ha due comp. conn. con Fr =M

(∃ p, p′ ∈ T −M tali che d(νp) 6= d(νp′))

M non orient.⇒ T −M connesso ⇒ Rm+1 −M connesso

assurdo (∃ p, q ∈ T −M t.c. d2(νp) 6= d2(νq))


