
Teoria dei nodi Invarianti di Vassiliev/1

Nodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolariNodi singolari

K ⊂ R3 nodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalarenodo (liscio) singalare
def
⇐⇒ K curva chiusa liscia con un numero finito di singolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolaritàsingolarità

consistenti in punti doppi con tangenti distinte

s(K)
def
== numero delle singolarità di K

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) K nodo singolare ⇒ “docile” (liscio) per definizione

2) K orientato, −K , |K| e K come nel caso non singolare

K,K ′ ⊂ R3 nodi singolari (orientati)

equivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalentiequivalenti
def
⇐⇒ ∃h : R3

M R3 diffeo tale che K ′ = h(K)

isotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopiisotopi (K 5 K ′)
def
⇐⇒ h è realiz. con un’isotopia liscia H : idR3 5 h

⇐⇒ ∃ J : K D K ′ deformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione lisciadeformazione liscia

(J : K × [0, 1] M R3 diff. e jt regolare ∀ t

t.c. Kt = jt(K) nodo (liscio) singolare ∀ t)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) 5 è una relazione di equivalenza tra nodi singolari

2) 5 rispetta le singolarità ⇒ s(K) invariante isotopico

3) isotopia topologica ⇐; isotopia liscia

5 6

4) K,K ′ ⊂ R3 nodi lisci isotopi ⇔ isotopi come nodi sing.

3 {nodi lisci}/5 ⊂ {nodi singolari}/5
5) invarianti di nodi singolari 3 invarianti di nodi lisci

K ⊂ R3 nodo singolare (orientato) verticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibileverticalmente ammissibile
def
⇐⇒ π| : K M R2 regolare (⇔ no tang. vert. e piani tang. vert.

nei punti sing.) e iniettiva eccetto un numero finito di

punti doppi trasversali (⇔ tang. distinte) non singolari

43 D
def
== π(K) + sotto/sopra passaggi nei punti doppi (incrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincrociincroci)
TT§—H

H
H
H

diagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagrammadiagramma (orientato) di K
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NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) K nodo singolare ⇒ K 5ε K
′ vert. ammissibile

⇒ K è rappresentato da un diagramma D

2) D determina K a meno di isotopia verticale

D,D′ ⊂ R2 diagrammi di K,K ′ ⊂ R3 nodi singolari

D C D′ def
⇐⇒ D e D′ sono equivalenti a meno di 5 (isotopia del

piano), dei mov. di Reidemeister e dei seguenti

movimenti che coinvolgono i punti singolari

C
4 5

C
6
C

TeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeoremaTeorema. K,K ′ ⊂ R3 nodi singolari con diagrammi D,D′ ⊂ R2

⇒ D C D′ se e solo se K 5 K ′

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. analoga al caso non singolare

Diagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di GaussDiagrammi di Gauss

K ⊂ R3 nodo singolare connesso orientato

h : S1
M K parametrizzazione regolare positiva

43 0 ≤ ϑ1 < ... < ϑ2s(K) < 2π t.c. h(ϑk) singolarità ∀ 1 ≤ k ≤ 2s(K)

43 {i1, j1}, . . . , {is(K), js(K)} t.c. h(ϑik) = h(ϑjk) ∀ 1 ≤ k ≤ s(K)

43 GK = S1 con s(K) “corde” di estremi ϑik e ϑjk ∀ 1 ≤ k ≤ s(K)
TTD

Œ Õ <
<
<

diagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gaussdiagramma di Gauss di K

h

K

ϑi1

ϑi2ϑi3

1
ϑj

2
ϑj3

ϑj

s1

s3

s2

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) GK è univoc. determinato a meno di diffeo positivi di S1

2) ϑk = k π/s(K) 3 GK univoc. determ. a meno di rotazioni

3) GK dipende solo dalla sequenza dei punti doppi lungo K

4) G−K = σ(GK) , GK = GK (stessa sequenza di punti doppi)
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PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. K,K ′ ⊂ R3 nodi singolari connessi orientati

GK 5 GK′ ⇔ K e K ′ equivalenti a meno di isotopia

e auto-attraversamenti trasversali

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. isotopia e auto-attraversamenti trasversali

⇒ stessa ordine ciclico dei punti doppi ⇒ GK 5 GK′

GK = GK′ ⇒ K = k(Γ) e K ′ = k′(Γ)

con Γ 5 GK/corde 5 GK′/corde grafi diffeo

k = h/corde , k′ = h′/corde : Γ M R3 imm.

k ≃ k′ 3 isotopia e auto-attravers. trasv.

CorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorol. D,D′ ⊂ R2 diagrammi di K e K ′

GK 5 GK′ ⇔ D e D′ equivalenti a meno di isotopia,

movimenti
1-6
C e inversioni di incroci

Gn
def
== {diagrammi di Gauss con n corde}/ 5 ∀n ≥ 0
TTD

B
B
B

diagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine ndiagrammi di Gauss di ordine n

G′
n

def
== {[g] ∈ Gn | g non ha corde isolate} ⊂ Gn ∀n ≥ 0
TTD

B
B
B

diagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine ndiagrammi di Gauss non degeneri di ordine n

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: =G =G

=G

1 2

3

=4G
′

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: i diagrammi di Gauss sopra sono tutti simmetrici

∃ diagrammi di Gauss non simmetrici con più corde
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Invarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di VassilievInvarianti di Vassiliev

S
def
== {nodi singolari connessi orientati}/5

Sn
def
== {K ∈ S | s(K) ≥ n}/5 ∀n ≥ 0

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) S = S0 ⊃ S1 ⊃ . . . ⊃ Sn ⊃ Sn+1 ⊃ . . .

2) Sn − Sn+1 = {nodi conn. orientati con s(K) = n}/5
3) K = S − S1 = {nodi conn. orientati lisci (non sing.)}/5

v : S M K con K campo

invariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassilievinvariante di Vassiliev
def
⇐⇒ invariante isotopico t.c.

v(K+)− v(K−) = v(K×)

K− × K+K

di ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine ndi ordine n
def
⇐⇒ v(K) = 0 per ogni K ∈ Sn+1

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. an : K M Z ⊂ Q n-esimo coeff. del polinomio di Conway

3 ãn : S M Q invar. di Vassiliev di ordine n ≥ 0

(nullo per n dispari) definito

ãn(K) =

{
an−s(K0...0) con K0...0 ∈ K se s(K) = s ≤ n

a0(K0...0) = 0 con K0...0 ∈ S1 se s(K) = s > n

(K× sostituito con K0 per ogni singolarità)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. s < n ⇒ ãn(K+)− ãn(K−) = an−s(K+0...0)− an−s(K−0...0)

= an−s−1(K00...0) = ãn(K×)

s = n ⇒ ãn(K+)− ãn(K−) = a0(K+0...0)− a0(K−0...0) = 0

= a0(K×0...0) = ãn(K×)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) anche il polinomio di Jones in due variabili per nodi

conn. si può esprimere mediante invarianti di Vassiliev

2) invar. di Vassiliev sono univarsali almeno per nodi lisci?

(K 5 K ′ ?
⇔ v(K) = v(K ′) ∀ v invariante di Vassiliev)
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PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. v : S M K invariante di Vassiliev

1) v(K) = 0 per ogni K = K1 K2

2) v(Ka)− v(Kb) + v(Kc)− v(Kd) = 0

KdKb Ka Kc

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. 1) K− 5 K+ ⇒ v(K−) = v(K+) ⇒ v(K×) = 0

5K1 K2 K1 K2

2) v(Ka)− v(Kb) = v(Ka,+)− v(Ka,−)− v(Kb,+) + v(Kb,−)

= v(Kd,+)− v(Kd,−)− v(Kc,+) + v(Kc,−)

= v(Kd)− v(Kc)

Ka,+

Ka,−

Kb,+

Kb,−

Kc,+

Kc,−

Kd,+

Kd,−

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. v : S M K invariante di Vassiliev di ordine n

K ∈ Sn ⇒ 1) v(K) invariante per inversione di incroci

2) v(K) dipende solo dal diagr. di Gauss GK

3) v(K) = 0 se GK ∈ Gn − G′
n (diagr. degenere)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. 1) K± ∈ Sn ⇒ K× ∈ Sn+1 ⇒ v(K×) = 0 ⇒ v(K−) = v(K+)

2) GK = GK′ ⇒ K 5 K ′ a meno di inversioni di incroci

3) segue da 2 e dalla proprietà 1 nella prop. sopra
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V
def
== {v : S M K | v invariante di Vassiliev} ⊂ KS

Vn
def
== {v ∈ V | v invariante di Vassiliev di ordine n}

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) V spazio vettoriale su K (sistema lineare omogeneo)

2) V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vn ⊂ Vn+1 ⊂ . . . ⊂ V sottospazi vettoriali

3) V0 5 K (v(K×) = 0 ⇒ v(K−) = v(K+) ⇒ v|S−S1
= cost.)

4) V1 5 K (G′
1 = ∅ ⇒ v|S1−S2

= 0 ⇒ V1 = V0)

KGn
def
== K-spazio vettoriale generato da Gn con n ≥ 0

Rn
def
== 〈(Gn − G′

n) ∪ {Ga −Gb +Gc −Gd}〉 ⊂ KGn sottospazio vett.

Ga Gb GdGc

An
def
== KGn/Rn K-spazio vettoriale tale che A∗

n 5 NilRn ∀n ≥ 0

NotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNotaNota: G′
n generatori per An 3 G′′

n ⊂ G′
n base per An

TTD
Œ Õ <
<
<

diagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basicidiagrammi di Gauss basici

EsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempiEsempi: G1 = 2 = 3 =

4 =

∅
′′ G′′

G′′

G′′

(carK = 0 per G′′
3 e G′′

4 )

A
def
== ⊕n≥0An K-algebra graduata con prodotto # di diagrammi

G # =1. .

.
..

.

G2 ..

.

. .

.
G2G1

Â
def
== K-algebra completamento di A (serie formali)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) G1 #G2 è ben definita modulo Ga −Gb +Gc −Gd = 0

2) in Â vale (1 + x)−1 = 1− x+ x2 − x3 + . . .
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ϕn : Vn M KG∗
n

def
== unica appl. lineare t.c. ϕn(v)(GK) = v(K)

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) ϕ0 5 idK (a meno degli iso V0 5 K e G0 5 K)

2) kerϕn = Vn−1 ∀n ≥ 1 (per definizione)

3) Vn/Vn−1 5 ϕn(Vn) ⊂ KG∗
n sottospazio da determinare

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. Vn ha dimensione finita per ogni n ≥ 0

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. Vn 5 Vn/Vn−1 ⊕ Vn−1/Vn−2 ⊕ . . .⊕ V1/V0 ⊕ V0
⇒ dim Vn =

∑
i=1,...,n dim Vi/Vi−1 + 1 ≤

∑n
i=1 |Gi|+ 1 <∞

PropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropPropProp. ϕn(Vn) ⊂ NilRn ⊂ KG∗
n

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. v ∈ Vn , G ∈ Gn − G′
n ⇒

ϕn(v)(G) = v(K) = 0 con K tale che GK = G

v ∈ Vn , G = Ga −Gb +Gc −Gd ⇒

ϕn(v)(G) = v(Ka)− v(Kb) + v(Kc)− v(Kd) = 0

Teorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di KontsevichTeorema di Kontsevich (1993)

K = Q 3 I : K M Â invariante isotopico tale che

∀w ∈ NilRn si ha w = ϕn(v) con v = ũ ∈ Vn
dove u : K M Q definito u(K) = w(In(K))

ũ : S M Q estensione di u def. per induzione su

s(K) ≥ 0 da ũ(K×) = ũ(K+)− ũ(K−)

DimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDimDim. K ⊂ R3
5 C2 ×R nodo liscio tale che π : K M R ha µ(K)

punti critici tutti non-degeneri (min/max)

con valori distinti tc1 < tc2 < . . . < tcµ(K)

m ≥ 0 3 ∆m = {(t1, . . . , tm) ∈ Rm | t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tm}

Jm = {(j1, . . . , jm) | 1 ≤ j1 ≤ j2 ≤ . . . ≤ jm < µ(K)}

J ∈ Jm 3 CJ = ]tj1 , tj1+1[× ]tj2 , tj2+1[× . . .× ]tjm , tjm+1[

PJ = {{(zℓ(tk), z
′
ℓ(tk))} | tjk < tk < tjk+1, k ≤ m}

P ∈ PJ 3 DP = (−1)δ(P )(diagr. di Gauss indotto da P )

con δ(P ) = numero archi discententi

3 I(K) = cµ(K)/2
∑
m≥0

∑
J∈Jm

∑
P∈PJ

∫

CJ∩∆m

∧k≤m d log(zℓ(tk), z
′
ℓ(tk))DP

TT§—H
H
H
H
H
H

integrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevichintegrale di Kontsevich sul nodo K
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I(K) convergente con coefficienti tutti razionali (K = Q)

I(K) invariante per deform. lisce (orizzontali e verticali)

w ∈ NilRn ⇒ u(K) = w(In(K)) 3 v = ũ ∈ Vn t.c. ϕn(v) = w

CorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorolCorol. K = Q ⇒ ϕn(Vn) = NilRn ⊂ QG∗
n

3 ψn = ϕn/∼ : Vn/Vn−1 5 NilRn ⊂ QG∗
n

NoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNoteNote: 1) K = Q ⇒ Vn/Vn−1 2 {νn : G′′
n M Q}

Vn 2 ({ρi : G
′′
i M Si}i<n, {νi : G

′′
i M Q}i≤n)

con ρi(G) = K t.c. GK = G ∀G ∈ G′′
i

2) i nodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basicinodi basici ρi(G) si possono fissare a priori

in modo che Vn 2 {νi : G
′′
i M Q}i≤n

3) v(K+)− v(K−) = v(K×) 3 algoritmo per esprimere

v(K) ∈ Q con v ∈ Vn e K ∈ K come combinazione lineare

dei valori assegnati ai nodi basici in Si con i < n

e ai diagrammi di Gauss basici in Gn

EsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempioEsempio: v ∈ V3 determinato da v(S1) = 0 e dai valori

ι2 ν2 ν
1

3
1/2

3 v(T ) = 1/2 e v(T ) = −1/2 (⇒ T non simmetrico)

+=v v

+= =v

−

− −

=v

=

= =

v

v

v

v

v

+ vv

v

−

1/2

1/2


