Esercizi di Geometria 1
Foglio n. 5 — 4 dicembre

1) Sia V uno spazio vettoriale e sia U C V' sottospazio vettoriale. Provare che per ogni coppia
di sottospazi vettoriali W, C Wy C V tali che UNW; = {0y} e U + Wy =V, esiste un
sottospazio W C V tale che Wy C W C Wy e V = U @& W. Verificare che queste ipotesi
sono soddisfatte e determinare un tale sottospazio W nei seguenti casi, in cui V = K*:

a) U=1((1,0,1,0),(2,1,0,1)), Wy = ((2,1,3,0)), W = {z € K* | 21 + x5 — 23 = 0};
b) U={reK!|z1—29 =a3+x4 =0}, W) = ((2,2,1,1)), Wo = {z € K* | z; — 223 = 0}.

2) Verificare che le seguenti applicazioni ¢ sono lineari e determinare delle basi di Ker ¢ e Im ¢:
a) ¢ : C* — C3 definita ¢(x) = (v1 — i @9, w3 — x5+ (1 +4) 24, 11 — 123 — (1 +14) 24);
b) ¢ : EndR? — End R? definita ¢(h) = h oo — h, con o(xy,12) = (z2,71);
c) ¢:Rlz]s — Rz]s definita ¢(p(z)) = 2 p'(z) — p(2z + 1), con p'(x) derivata di p(z).

3) Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n e sia ¢ € End V. Un sottospazio U C V/
si dice ¢-invariante se ¢p(U) C U, in tal caso U si dice minimale se I'unico suo sottospazio
proprio ¢-invariante ¢ {0y }. Provare che:

a) il sottospazio ({v, ¢(v), d*(v),...,¢" (v)}) C V & ¢g-invariante, per ogni v € V;
b) un sottospazio ¢-invariante U C V di dimensione m ¢ minimale se e solo se 'insieme
{u, ¢(u), d*(u),...,¢™ *(u)} & una base di U, per ogni u € U con u # 0.

4) Verificare che un’applicazione ¢ : V. — W tra spazi vettoriali su K & lineare se e solo se
Grafico(¢) = {(v,¢(v)) | v € V} C V x W & un sottospazio vettoriale di V' x W. In tal
caso, ponendo V' =V x {Ow} e W' = {0y} x W, verificare inoltre che:

a) Grafico(¢) ¢ complementare di W’ in V x W (cio V- x W = Grafico(¢) & W');
b) Grafico(¢) ¢ complementare di V' in V' x W se e solo se ¢ ¢ un isomorfismo.

5) Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita su K. Dimostrare che le forme lineari
A,y Ay € V' costituiscono una base di V* se e solo se l'applicazione ¢ : V. — K"
definita ¢(v) = (A1 (v), ..., A\n(v)) € un isomorfismo. Se V' ¢ lo spazio dei vettori liberi dello
spazio euclideo, per ogni vettore u € V si consideri la forma lineare A, : V' — R definita
Au(v) = (u,v). Dati uy, ug, ug € V, verificare che:

a) {Auys Auy, Aug } € una base di V* se e solo se {uy, us, u3} ¢ una base di V;
b) {Auys Auy, Aus b coincide con la base duale {uf, ul, u3} se e solo se {uy, ug, us} € una base
ortonormale di V' (cioe gli w; sono a due a due ortogonali e hanno tutti norma = 1).

6) Dato lo spazio di polinomi K[z] e il sottospazio K[z],, C K[z] con n > 1, provare che:
a) ¢ : Klz] — K definita e (p(z)) = p(k) € una forma lineare per ogni k € K;
b) i & combinazione lineare delle forme duali dei polinomi della base {1, z,...,z", ...} di
K[z] se e solo se k = 0 (quindi queste forme non generano lo spazio duale di K|[x]);
c¢) esprimere ¢ : K[z], — K (restrizione di ¢, a K[z],) come combinazione lineare delle
forme duali dei polinomi della base canonica {1,z, ..., 2"} di Klz],;

d) dati ko,...,k, € K, le forme lineari e, ..., e, costituiscono una base per lo spazio

n

duale di K]z|, se e solo se ko, ..., k, sono a due a due distinti.



