Numert complessi e frattali

Insiemi div Julia e di Mandelbrot

1) Ly e il cerchio unitario
2) L. si deforma con continuita al variare di ¢
3) J. = Bd L. ¢ una insieme frattale “autosimile”
ricostruibile da un qualunque tratto (Julia 1918)
J. e L. sono connesst o totalmente sconnessi

)
5) J. e L. sono connessi se e solo se L. contiene l’origine
6) M ={c| J. e L. sono connessi } (Mandelbrot 1980)

7) Bd M ¢ una insieme frattale “autosimile”

dr complessita crescente col dettaglio

Tutto & generato dalle funzioni quadratiche z — 2* + ¢

Numeri complessi

azg—H)anc:O«/\»z:%a\/Z se A=0b"—lac>0

—%:I: VQ_GAi se A=0b>—lac<0

Zz = x4+ Yyt non solo come T‘(Lppresentazione formale

\/_

(verifica delle soluzioni z = 1 + ¥ iper 22 —2+1=0)

az’ +bz° +cz4+d=0~~ 22 +pz+q=0
Wz—\/——+\/7+\/——— VA con A=

q
4
~~> soluzioni realt anche se A < 0 ponendo a =+
(22 —152—4=0~~w2=Lcona=2eb=1)
C:={z+yi| z,y eR}
zt2 = (r+yi)+ @ +yi)=(x+2)+(y+y)i
2o = (et yi) (@ + ) = (@2 —yy) + (zy +2'y)i

+5
bi —

vV—-1+ VA

o]

Teorema fondamentale dell’algebra
Ogni equazione algebrica a,z" + ...+ a1z +ag =0
a coefficienti in C ha una soluzione z =z 4+ yi in C
(quindi ogni equazione algebrica reale € risolubile in C)
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Piano di Gauss

C «~~ piano cartesiano (2 =z +yi < (x,y) < r(cosa,sina))
R «~~» retta reale (asse ) Ri «~ retta immaginaria (asse y)

12| = /x* + y*> =r (modulo) Argz = a = arctgy/x (argomento)
z+ 2 - (z+ 2,y +y') (regola del parallelogramma)

2.2 (xx —yy,xy + 2" y) = rr’ (cos(a+ ), sin(a+ a'))
1z| = |2 < |z + 2| < |z| + || (proprieta triangolare)
z- 2| = |z||Z] e Arg(z-2') = Argz+ Arg?z’

Insiemi div Julia

Fissato ¢ € C consideriamo la funzione quadratica z — z° + ¢
Z e 2 2y :z2+6|—>zg=z%+0|—>z3:zg—l—cr—>...

L.:={2€C| 221 20 ...z — ... succ. limitata}
(cioe esiste R > 0 tale che |z,| < R per ogni n > 0)

c=0~v 2+ 2> ... 2" — ... limitata se e solo se |z| < 1

(Lo ={2€C| |z2] <1} = cerchio unitario)
c=—1~v0——-1—0— -1+ ... limitata (0,—1 € L_y)
+1—0+— —1— 0+ ... limitata (1 € L_y)
+it— —2+— 3+ 8 — ... illimitata (£14,—2,3,8¢ L_1)
c=1~v0—1—2—5— ... illimitata (0,1,2,5,...¢& Ly)
+1— 2+— 5+ 26 — ... illimitata (—1,26 & L)
+i—0— 12— ... illimitata (+i & Ly)
1:I:\/_zr—> iizH...limitata (%:I:%ELQ

Alcune proprieta deglm mstemt L:
WLe#2 (2*—2+c=0=2=2 =...= 2z, =... costante)
2) L. simmetrico rispetto all’origine (dz = £2¢ +— 21 = 2§ + ¢)
3) L. ¢ limitato (|z] > |e| = [2* +c| > |2|* = |¢| > (2] — 1)]|7]
2| >2 = |z| -1 >1 = |z,] > (|]z| = 1)"|2| — o0)
4) J. := Bd L. e simmetrico rispetto all’origine e limitato
e, se connesso, e una “‘curva”’ di lunghezza infinita
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Insieme di Mandelbrot

M :={ceC| L. connesso} = {ceC | 0€ L.}
={ceC|c—cir—cyr—...—cp— ... succ. limitata}

Alcune proprieta di M:

1) M # @ (M contiene 0, —1 e +i, ma non contiene 1 e 1 4
c=*x1——-1+i—Fi— —1x+7+— ... limitata
c=14+i—1+3i— ... illimitata)

2) M e simmetrico rispetto all’asse reale

(c=a+bir—cé=a—0bi <~ simmetria
C~> CHr Cl > Cyb> .. = C~» CH>CL— Cy ... )
3) M e limitato (¢ > 2 = ¢+ c¢1 — co — ... illimitata)
) BAM e una “curva” simmetrica limitata di lunghezza infinita

Algoritmo per la rappresentazione di M
(colore del pixel (a,b) <~~~ ¢c=a+bi con |c| < 2)
m = massimo numero di itterazioni
MAZL0
x:=0;y:=0;n:=0
finché n < m e z* + y> <} ripeti
ri=z—y*+a;y:=22xy+b;n:=n+1
se n =m + 1 allora nero altrimenti colore(n)

fine

Lunghezza di una curva

C CR* ~ [(C) := limgp)—o l(P)
con P poligonale inscritta in C
e 0(P) = massima lunghezza dei lati di P

S = semicirconf. unitaria ~~ [(S) = lim, . nsin(w/n) =x
K = curva di Koch ~~ [(K) = lim, .00 (4/3)" = 00
(K e limite di poligonali T;, con 4™ lati di lunghezza 1/3™)
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Dimensione frattale di una curva

C C R* ~~ 15(C) := mingpy<s I(P) per ogni § > 0

d(C) := 1 —=lims_ologls(C)/logd (Mandelbrot 1967)

1) I(C) <00 <= d(C) =1 (C curva “regolare”)

2) I(C) =00 <= d(C) > 1 (C curva “frattale”)
d(C') misura la rapidita con cui l5(C) — oo quando & — 0
(Is(C)x 6™ = d(C)=1—-limsg_ologd~%/logd =1 + «)

3) d e invariante rispetto alle similitudini

I
I(

(o similitudine con rapporto v = l,.5(c(C)) =rls(C))

Curve autosimili
C=0(C)U...U0d,(C), o; similitudine con rapporto r;

0,1] =[0,1/2] U [1/2,1] = 01([0,1]) Uy ([0,1]) con ry =19 = 1/2
K = 0'1(K) UO’Q(K) UO‘g(K) UO'ZF(K) COM 7Ty =T =73 =T, = 1/3
C' autosimile non rettilinea = C frattale
(C=0(C)U...Ud,(C), o; similitudine con rapporto r

= 1.5 (C) =l5(01(C)) + ... + l5(0n(C)) = nris(C)

= 15(C) o gt Floan/logr — q(C) = logn/logr)

1) d(K) =1log4/log3

2)1<a< 2~ K, CR? curva con d(K,) = a

(a = 2 ~~ K, C R* che non ¢ pit una “curva”)

J. e “autostmile” mediante “riduzioni con distorsiome”
(z—~2°+c= Le— Lo = Jo— J. (21,20 € Jo— 2 € J.)
~ Jo = JUJ? con J! e J? copie ridotte e distorte di J.)
Bd M e “autosimile” mediante “riduziomi con varianti”

(con ogni riduzione aumenta la complessita)

J. e Bd M curve “autosimili” = curve frattali
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Esempi di autosimilarita (statistica) in matura

Curve litoranee, rilievi terrestri, cratert lunari
Fenomeni di turbolenza, distribuzione delle galassie
Moti browniani, fenomeni di diffusione

Disturbi radio, fenomeni sismict

Struttura dei tessuti cellulari, forme biologiche

1) L’autosimilarita in natura si presenta
limitatamente ad un certo intervallo di scale

2) Le strutture in evoluzione (per es. sviluppo di strutture
biologiche) presentano “autosimilarita” con distorsione

3) In tutti 1 casi la dimensione frattale ha un significato fisico

Esempi di applicazioni

Classificazione di strutture geologiche/biologiche
Studio di processi di evoluzione chimico/fisici
Analist delle sequenze di errori melle trasmissioni
Analisi di serie storiche (andamento della borsa)
Visione artificiale (riconoscimento delle tessiture)
Compressione di immagini digitalizzate
Generazione di scenari virtuald
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