
TRASFORMATA DI FOURIER
(una variabile continua)

f(t) 3 F (ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−2πiωtdt (−∞ < t, ω < +∞)

F (ω) = ρ(ω)e−2πiφ(ω) F (−ω) = ρ(ω)e2πiφ(ω)

f(t) =

∫ +∞

−∞
F (ω)e2πiωtdω = 2

∫ ∞

0
ρ(ω) cos 2π(ωt − φ(ω))dω

l

t

tf

= 1/ω

φ(ω)

ρ(ω)

( )

ω

ρ(ω)

spettro di potenza



TRASFORMATA DI FOURIER
(una variabile discreta)

F (0) = (f(1) + . . . + f(N))/N

f(t) 3 F (ω) = 1
N

N∑
t=1

f(t)e
−2πiω t

N (t, ω = 1, . . . , N)

f(t) =

N∑
ω=1

F (ω)e
2πiω t

N =

[N/2]∑
ω=[−N/2]

F (ω)e
2πiω t

N (F (ω ± N) = F (ω))

F (ω)e
2πiω t

N + F (−ω)e
−2πiω t

N = 2ρ(ω) cos 2π(ω t
N

− φ(ω))

F (ω) = ρ(ω)e−2πiφ(ω) F (−ω) = ρ(ω)e2πiφ(ω)



TRASFORMATA DI FOURIER
(una variabile discreta)

FFT = Fast Fourier Transform (per N = 2k)

ω = N/l
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TRASFORMATA DI FOURIER
(due variabili continue)

f(x, y) 3 F (ωx, ωy) =

∫∫ +∞

−∞
f(x, y)e−2πi(ωxx+ωyy)dxdy

f(x, y) =

∫∫ +∞

−∞
F (ω)e2πi(ωxx+ωyy)dωxdωy

= 2

∫ +∞

−∞

∫ ∞

0
ρ(ω) cos 2π(ωxx + ωyy − φ(ω))dωxdωy

l

y

x

= 1/‖ω‖

ωx

ωy

ω

ω−

F (±ω) = ρ(ω)e∓2πiφ(ω)

spettro di potenza



TRASFORMATA DI FOURIER
(due variabili discrete)

f(x, y) 3 F (ωx, ωy) = 1
NxNy

Nx∑
x=1

Ny∑
y=1

f(x, y)e
−2πi(ωx

x
Nx

+ωy
y

Ny
)

f(x, y) =

[Nx/2]∑
ωx=[−Nx/2]

[Ny/2]∑
ωy=[−Ny/2]

F (ωx, ωy)e
2πi(ωx

x
Nx

+ωy
y

Ny
)

F (0, 0) = (f(1, 1) + f(1, 2) + . . . + f(Nx, Ny))/NxNy

F (ω)e
2πi(ωx

x
Nx

+ωy
y

Ny
)
+ F (−ω)e

−2πi(ωx
x

Nx
+ωy

y
Ny

)
=

= ρ(ω) cos 2π(ωx
x

Nx
+ ωy

y

Ny
− φ(ω))

F (±ω) = ρ(ω)e∓2πiφ(ω)



TRASFORMATA DI FOURIER
(due variabili discrete)

FFT = Fast Fourier Transform (per Nx, Ny = 2k)

ωx = Nx/lx ωy = Ny/ly

fHx,yL »FHwL» = rHwL

fHx,yL »FHwL» = rHwL

fHx,yL »FHwL» = rHwL

fHx,yL »FHwL» = rHwL

fHx,yL »FHwL» = rHwL

»FHwL» = rHwLfHx,yL



TEOREMA DI CONVOLUZIONE
(h(x, y))x,y = (f(x, y))x,y ∗ (g(x, y))x,y

�
(H(ωx, ωy))ωx,ωy = (F (ωx, ωy) · G(ωx, ωy))ωx,ωy

(h(x, y))x,y = (f(x, y) · g(x, y))x,y

�
(H(ωx, ωy))ωx,ωy = (F (ωx, ωy))ωx,ωy ∗ (G(ωx, ωy))ωx,ωy

f F

F · G f ∗ g

FFT

FFT
g G

· IFFT



FILTRI “PASSA BASSO”
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
1 4 641
4 1624164
6 2436246
4 1624164
1 4 641

1

16

 1 2 1
2 4 2
1 2 1

1

25


1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

1

9

 1 1 1
1 1 1
1 1 1


Filtri di media Filtri gaussiani

Nuclei diconvoluzione
(n(x,y))x,y

Fattori di potenza

(F (ωx, ωy))ωx,ωy=

= FT((n(x, y))x,y)

Filtri di Butterworth

F (ω) =
1

1 + |ω|2n
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FILTRI “PASSA ALTO”

Nuclei diconvoluzione
(n(x,y))x,y

Fattori di potenza

(F (ωx, ωy))ωx,ωy=

= FT((n(x, y))x,y)

Filtri ∇x, ∇y e ∆ Filtri sharpening−1 −2 −1
−2 13 −2
−1 −2 −1

−1 −1 −1
−1 9 −1
−1 −1 −1

 0 −1 0
−1 4 −1
0 −1 0

−1 0 1
−2 0 2
−1 0 1



Filtri di Butterworth

n = 1 n = 2
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RIPRISTINO DI IMMAGINI

·
(l0(x,y))x,y (l

H
1(x,y))x,y (l2(x,y))x,y

(r(x,y))x,y

•

Modello di deterioramento

H = operatore lineare invariante (convoluzione)
r = rumore additivo/moltiplicativo (• = +/·)

Processo di ripristino

Deconvoluzione (l̂1(x, y))x,y 43 (l̂0(x, y))x,y

Filtraggio del rumore (l2(x, y))x,y 43 (l̂1(x, y))x,y



FILTRAGGIO DEL RUMORE

filtro nel dominio
delle frequenze

(l2(x, y))x,y
FFT IFFT

(l̂1(x, y))x,y



DECONVOLUZIONE

1(l (x, y))x,y
FFT IFFT

(l̂0(x, y))x,ŷ
1/F (ωx, ωy)ωx,ωy

(l1(x, y))x,y = (l0(x, y))x,y ∗ (n(x, y))x,y

(L1(ωx, ωy))ωx,ωy = (L0(ωx, ωy) · F (ωx, ωy))ωx,ωy

(l0(x, y))x,y = (l1(x, y))x,y ∗ (n′(x, y))x,y

(L0(ωx, ωy))ωx,ωy = (L1(ωx, ωy) / F (ωx, ωy))ωx,ωy

H

H−1

F

1/F



ALIASING
tresholding

campionamento

filtraggio



f(t)

t

)

ω

F (ω

Funzione di
campionamento

Immagine discreta

Ff

)

t

)

ω

∆t ∆

s(t S(ω

t ω

·s(t) ∗S(ω)

1/ t

Ff

)

t

)

ω

∆t ∆

s(t S(ω

t ω

·s(t) ∗S(ω)

1/ t
∆x < min(1/2ωx)

∆y < min(1/2ωy)

CAMPIONAMENTO
Immagine continua
(filtrata “passa basso”)



RICOSTRUZIONE

Punto più vicino
t t t

f(t) n0(t) f ∗n0(t)

t t t

f(t) n1(t) f ∗n1 (t)

t t t

f(t) n2(t) f ∗n2(t)

t t t

f(t) n3(t) f ∗n3(t)
Interpolazione

(bi-)cubica

Interpolazione
(bi-)quadratica

Interpolazione
(bi-)lineare



TRASFORMAZIONI

T (x, y)(x, y)

T

T

T −1(x, y) (x, y)

filtro “passa basso”

interpolazione

ricampionatura
nei punti T−1(x, y)

Multirisoluzione
T =

{
isometria (traslazione, rotazione, simmetria)
scalatura (uniforme, non uniforme)
distorsione (lineare, non lineare)


