Poligoni regolari

Poligoni regolari euclidei

P C E* poligono & 1) P chiuso limitato e connesso
2) Bd P poligonale semplice chiusa

Teorema di Jordan: {poligoni} «~» {poligonali semplici chiuse}
(C poligonale semplice chiusa ~+ ~¢ relaz. di equiv. su E* — C
definita: p ~c ¢ < JA arco poligonale tra p e g con ANC =@
~ due classi di equivalenza: I(C) limitata ed E(C) illimitata
~ P =CUI(C) unico poligono con Bd P = C)

Dimostrazione: per induzione su n = numero dei laty di C

n = 3: I(C) = intersezione semipiani aperti (convesso limitato)
E(C) = unione semipiani aperti (connesso illimitato)

n > 4 : 3L diagonale di C' ed 3C’, C" poligonali semplici chiuse
tali che C"UC”" =CUL e C'NC" = L quindi n’,n” <n,
C-C' cEC"),C-C"CcEC)elI(C"YNIC") =02
~ I(C)=I1(C"HUI(C"YUInt L, E(C) = E(C")NE(C")

Conseguenza: Xp = (n— 2)7m (somma angoli interni n-gono)

n=3:a+pf+v=m <~ assioma delle parallele

n>4f: P=PUP', PNP'=L~n=n"+n"-2~
Yp=Yp +Xpr=n"=-2)n+(n —-2)r=(n—-2)7

P C E? regolare &y gruppo delle stimmetrie I'p massimale
< I'p =D, (gruppo diedrale di ordine 2n)
< tuttr 1 latr e tutti gli angoli congruenti

Nota: regolare = inscritto e circoscritto = convesso

Classificazione dei poligoni regolari:

Isom E* ~» P,(r) = unico n-gono regolare con raggio r > 0
infatti: P=P & n=n"el=1 (a=ad =7—271/n)

Sim E? ~ P, unico n-gono regolare a meno di similitudine
infatti: P~ P < n=mn" (rapp. di simil. k =1/")
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Costruzionti con riga e compasso:

[) punti p e ¢ ~ Retta(p,q) = retta passante per p e ¢

IT) punti p e ¢ ~ Circ(p,pg) = circonf. di centro p e raggio pq
I1I) rette/circonferenze A e B ~» punti di AN B

Note: 1) Mohr-Mascheroni (1797): € sufficiente il compasso
2) Poncelet-Steiner (1833): riga e circonferenza fissa,
3) riga e compasso <« rTiga con due orli <~ rTiga e squadra

U = (py,p1) segmento unitario in E*
~ E* < R* isometria tale che py « (0,0) e p; < (1,0)
~» E* < C isometria tale che py <= 0 e p; < 1

p € E* & costruibile a partire da (pg,p1)

< p<«< (x,y) con x e y esprimibili a partire da 1 mediante
le operazioni razionaly e le radici quadrate

— p—r+iye K i

minimo sottocampo di C
chiuso rispetto alla radice quadrata

Note: 1) U ~» rU & r & un numero reale positivo in K
2) {po,p1) ~p = x, y e x + iy algebrici di grado 2F

Conseguenza: con riga e compasso non si possono realizzare
la quadratura del cerchio (7 € trascendente),
la. duplicazione del cubo (t3 — 2 & irriducibile),
la trisezione dell’angolo (cos /9 ~» 8t% — 6t — 1).

P, costruibile <= U segmento unitario ~» P, (1)
(& rU ~ P,(r) < lato ~» n-gono regolare)
<= U ~» angolo w, = 27/n
(& sinw, 0 cosw, 0 tanw, sta in K)
< (0,1) ~ 7, = coswy, + isinwy,
(Po(1) 2 (1,7, 75, ...,707 1)

L 7p, 72, o, 7 zert di t7 — 1)
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Greci: P, costruibile per n = 2F2 2k.3 2k.5 98,15 con k> 0
Gauss (1796): P, costruibile < n = 2Fpipy...p; con k,1 >0

e p; = 22" 4 primi di Fermat distinti

(in particolare sono costruibili P, Posy e Pgss37)

Dimostrazione: 1) se ny e ny sono primi tra loro, allora:
P, n, costruibile & P, e P,, costruibili
2) Pyr e costruibile per ogni k > 1 (Greci)
3) P, mon e costruibile se p € primo dispart
(1+tP + ... +t*P=D polinomio minimo per 7,2)
4) P, costruibile < p primo di Fermat
(1+t+... 4+t~ polinomio minimo per 7,)

Esempi: n=5: (x +1y)° =1 ~ 5z — 102°y* + y* = 0
f\f>t4—10t2—|—520(d0vet—y/x
ot =25 £2V6 (~ 1=15-5/V2)
n=’7:(a:+iy)7:1«»>’7x — 3bxty* + 21yt — y® = 0
~ t0 — 21t + 35t* — 1 =0 (dove t = y/z)

Note: 1) gli unici numeri di Fermat Fj = 92" primi attualmente
notit sono: Fy = 3, Fy = 5, Fy = 17, F5 = 257, F), = 65537
(gia noti a Fermat che congetturo Fj primo per ogni k)
2) & noto che Fx, ..., Fyy ~ 10%9990 non sono primi
st congettura che Fjr mon sia primo per nessun k£ > 5

Poligoni regolari sferici
Sfera unitaria: S* = {(z,y,2) € E? | z* + y* + 2* = 1}

Geometria sferica: dg(p,q) = min{l(A4) | A C S* arco tra p e ¢}
Rettag(p,q) = Circ massima per p e ¢
Circg(p,r) = Cire(p/,sin(r)) (con p’ € E?)

def

Piano proiettivo: P? S* con la geometria sferica / x ~ —x
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Note: 1) R, R’ C P? rette distinte = RN R’ = {p} (# parallele)
2) P* & limitato (diam P?* =[(R) = w) ~ Sim P* = Isom P*

Teorema di Jordan: vale solo per poligoni/poligonali C P* — R
(priezione centrale ~» P* — R = S% «— E* tale che (p,q) < (9, q')
= poligoni/poligonali C P* — R = S% « poligoni/poligonali C E*)

Yp=(n—2)7r+ Ap (con Ap = area sferica del poligono P)
n=3:Ar=a+8+y—7~ Xp=mw+ Ap
n>4: P=PUP' PNP'=L~n=n+n"-2~

Aps —l—(n’—?)ﬂ'—l—Ap// —I—(?’LN—Q)WIAP—F (n—%)ﬂ

Conseguenza: formula di Eulero per le poligonazioni sferiche
f—s+v=2(f=facce, s = spigoli, v = vertici)

P poligono regolare sferico = inscritto in Circg(p,r) con r < w/2
~> Pﬁbf(r) unico n-gono sferico regolare con raggio r < mw/2
a meno di isometrie, infatti: r o 1, (1) < ap(7)
(In(r) erescente: lim,_gl,(r) = 0 e lim,_; /50, (1) = 27/n
an (1) crescente: lim, g, (r) =7 —27/n e lim, /9 ap(r) = )

Costruzioni con riga e compasso sferici:
Ug unita di misura assoluta con [(Usp) = kg = 7/4
~ l(Rettag) = 4 e Circg(p,r) definita se e solo se lg(r) < 2

Ug ~>1rUyg <= sinkgr e K (con 0 <r <})
Ug~a < U~ ain E* (sina/sinkga = sin3/sinkgb)

Conseguenza: Ug ~» Ug/n < P, costruibile in E?

P3(1) costruibile <= P, ¢ costruibile in E*
(Ug ~ P(1) & Ug ~ Rettag/n oppure Ug ~ w, & U~ wy,)

Nota: Ug ~ P3(1) = Uy~ Pi(r) se sinkgr € K (con 0 <71 < })
ma % 1 Uy~ P(r) (costruzioni non simili come in E?)
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Poligoni regolari iperbolici
Disco di Poincaré: D* = {(z,y) € E* | 2* + y* < 1}

Geometria iperbolica: diy(p,q) = [log(d(p,q') d(q,p")/d(p,p’) d(q,q")]
Rettaiy (p,q) = Circ L S per p e g (N D?)
Circy, (p,r) = Cire(p',r") (C D?)

d . :
=L D2 con la geometria iperbolica

Piano iperbolico: H?

Note: 1) VR, Vp € R 3 infinite rette S t.c. peSe RNS =0
2) H* ¢ llimitato rispetto a di, (infatti i, (R) infinita)
3) H* & omogeneo e isotropo rispetto ad Isom H*

Teorema di Jordan: vale per poligoni/poligonali in H*
(ogni poligonale iperbolica & una curva in E?)

Yp=(n—2)r— Ap (con Ap = area iperbolica del poligono P)
n=3:Ar=nm—a—F—7 ~ Yp=7m—Ar (integrazione)
n>4,: P=PUP', PNP'=L~n=n"+n"-2~

(n =2)r—Ap + (0" —=2)mr— Apr = (n—2)7 — Ap

Conseguenza: Sim H? = Isom H* (angoli +~ aree + lunghezze)

P poligono regolare iperbolico = inscritto in Circyy, (p, )
~» P®(r) unico n-gono sferico regolare con raggio r
a meno di isometrie, infatti: r o 1, (1) <~ an (1)
(L (r) crescente: lim,—gl,(r) =0 e lim, o0 Ly (1) = 00
oy, (r) decrescente: lim, g, (1) =7 —27/n e lim,_ o oy (1) = 0)

Conseguenza: per n > 3 esistono infinite tassellazioni regolary da
H* in n-goni regolari (a meno di simil. = isom.)
(in E* ce m'e solo una per n = 3 e una per n = 4
in S ce me sono solo cinque « solidi platonici:
tre per n = 3, una per n = 4, una per n = 5)
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Costruzioni con riga e compasso iperbolici:
Ui, unita di misura assoluta con li, (Uip) = kip t.c. sinhky, =1

Up ~ rUy <= sinhkiyre K (conr>0)
Up ~a < U~ ain E* (sina/sinhkiya = sin 3/ sinh ky, b)

P (1) costruibile <= P, & costruibile in E*
(Uip ~» angolo w, < U ~» angolo wy,)

Nota: Uy ~ P?(1) = Uy ~ PP?(r) se sinhky, 7 € K (con r > 0)
ma # r Uy, ~ PP(r) (costruzioni non simili come in E*)
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