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introduzione v

Questa tesi tratta i nodi in R3 come oggetti topologici. Questi
nascono come astrazione matematica dell'oggetto �sico dato da
una corda coi capi giunti nello spazio tridimensionale, che può
essere �annodata� oppure �non annodata�.
La teoria matematica dei nodi si sviluppa nella seconda metà del-
l'Ottocento a partire dagli studi di lord Kelvin sui vortici anno-
dati di etere come modelli per gli atomi e rappresenta un settore
molto sviluppato della topologia. Il problema principale di questa
teoria è la classi�cazione dei nodi a meno di deformazioni topolo-
giche. L'obiettivo di questa tesi è quello di presentare il teorema
di Akbulut-King che a�erma che ogni nodo ha una rappresenta-
zione come varietà algebrica reale, cioè può essere realizzato come
una curva chiusa che sia il luogo degli zeri di un polinomio reale.

Prima di considerare il teorema si introducono i concetti che
intervengono nell'enunciato e gli strumenti necessari alla sua di-
mostrazione.

Nel primo capitolo si richiamano brevemente le nozioni preli-
minari di varietà topologica, di�erenziabile, orientabile. Nel para-
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grafo 1.3 si presentano alcune costruzioni di varietà quali somma
connessa e doppio, e si mostra che una super�cie compatta con
bordo è topologicamente una serie di bande incollate a dischi.

Nel secondo capitolo si entra nel merito della teoria dei nodi,
de�nendo il concetto di nodo come classe di equivalenza di im-
mersioni della circonferenza nello spazio. A questo punto si dà
la de�nizione di super�cie di Seifert di un nodo come super�cie
orientata che ha come bordo il nodo stesso.

Nel terzo capitolo si presentano gli insiemi algebrici reali come
insiemi di zeri di polinomi sul campo reale, e alcune loro proprietà
elementari. Nel paragrafo 3.3 si a�ronta la dimostrazione del
teorema di Akbulut-King.
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Nozioni topologiche
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In questo capitolo si forniscono i richiami delle principali nozioni di topo-
logia necessarie riguardanti il concetto di varietà. Per maggiori dettagli cfr.
[Kosi93].

1.1 Varietà topologiche

De�nizione 1.1 (m-varietà topologica con bordo). Una m-varietà to-
pologica con bordo è uno spazio topologico M che sia T2, II-numerabile e tale
che per ogni punto p ∈ M esiste un intorno aperto U ⊂ M del punto p ed
un omeomor�smo ϕ : U −→ ϕ(U) con ϕ(U) aperto in Rm

+ = {(x1, ..., xm) |
x1 ≥ 0}. Si dice bordo di M l'insieme ∂M = {p ∈ M | ∃ (U,ϕ) | ϕ(p) = 0)}.
Se ∂M = ∅ si dice che M è una varietà senza bordo.

La coppia (U, ϕ) nella de�nizione precedente si chiama carta locale. Una
famiglia {(Uα, ϕα)}α∈I di carte locali (Uα, ϕα) tali che

⋃
α∈I Uα = M si dice

atlante.
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Inoltre una 1-varietà topologica prende il nome di curva, mentre una
2-varietà quello di super�cie.

Esempio 1.1 (di varietà topologiche). L'intervallo chiuso [a, b] è una curva
con bordo gli estremi a, b, mentre ]a, b[ e S1 sono curve senza bordo; la 2-
boccia B2 è una super�cie con bordo S1, mentre la sfera S2 e il toro T 2 sono
altri esempi di super�ci.

VARIETÀ DIM BORDO
R1 1 ∅
B1 1 {−1, 1}
S1 1 ∅
I 1 {0, 1}
R2 2 ∅
B2 2 S1

S2 2 ∅
T 2 2 ∅

1.2 Varietà di�erenziabili

Un'applicazione f : U → V tra aperti U ⊂ Rm e V ⊂ Rn si dice dif-
ferenziabile se e soltanto se tutte le derivate parziali di qualsiasi ordine
∂kf j�∂xi1 . . . ∂xik esistono e sono continue. Inoltre f si dice un di�eomor-
�smo se e solo se esiste l'inversa f−1 e sia f che f−1 sono di�erenziabili.
Un'applicazione di�erenziabile è detta regolare in x̄ ∈ U se e soltanto se il
rango rgx̄ f della funzione f calcolato nel punto x̄, cioè il rango della matrice
Jacobiana Jx̄f = (∂f j/∂xi), è massimo, ovvero coincide con min{m,n}.

De�nizione 1.2 (carte di�erenziabilmente compatibili). Sia M una
m-varietà topologica allora (Uα, ϕα) e (Uβ, ϕβ) carte locali di M sono dif-
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ferenziabilmente compatibili se e soltanto se l'applicazione composta ϕαβ =

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ) è un di�eomor�smo.

Figura 1.1: ϕαβ applicazione che cambia le coordinate.

L'applicazione ϕαβ prende il nome cambiamento di carta/coordinate.
Prima di dare la de�nizione di varietà di�erenziabile serve introdurre il
concetto di atlante di�erenziabile e struttura generata.

De�nizione 1.3 (atlante di�erenziabile). Un atlante di�erenziabile è
un atlante U = {(Uα, ϕα)}α∈I tale che le carte (Uα, ϕα) e (Uβ, ϕβ) siano
di�erenziabilmente compatibili per ogni α, β ∈ I.

De�nizione 1.4 (struttura di�erenziabile). Una struttura di�erenziabile
S è un atlante di�erenziabile massimale.

Si prova che per ogni atlante di�erenziabile U esiste un'unica struttu-
ra di�erenziabile S tale che U ⊂ S. Questa è costituita da tutte le carte
di�erenziabilmente compatibili con quelle di U .
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De�nizione 1.5 (m-varietà di�erenziabile). Una m-varietà di�erenziabi-
le MS è una coppia (M,S) con M una m-varietà topologica e S una struttura
di�erenziabile su M .

Spesso nella notazione si ometterà il riferimento alla struttura differen-
ziabile, assumendo questa sottointesa.

È importante osservare che in dimensione ≤ 3 ogni varietà topologica è
di�erenziabile e ammette essenzialmente un'unica struttutra di�erenziabile
a meno di di�eomor�smi. Quindi d'ora in poi quando si parlerà di curve o
di super�ci s'intenderà sempre curve di�erenziabili e super�ci di�erenziabili.
Dette (Uα, ϕ) e (Uβ, ψ) due carte rispettivamente di M e N varietà di�e-
renziabili, quanto espresso in precedenza in tema di applicazione differenzia-
bile si può generalizzare nel contesto delle varietà considerando la composta
ψ ◦ f ◦ϕ−1 che agisce sugli aperti euclidei corrispondenti agli aperti di M ed
N , legata dall'applicazione f , v. �g. 1.2.

Figura 1.2: f applicazione di�erenziabile tra varietà.

De�nizione 1.6 (applicazione di�erenziabile). Siano M, N due varietà
di�erenziabili e siano SM , SN le relative strutture di�erenziali, allora f :
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M −→ N si dice applicazione di�erenziabile se e soltanto se ψ ◦ f ◦ ϕ−1

di�erenziabile ∀ (U, ϕ) ∈ SM e (V, ψ) ∈ SN .

Il rango rgp f , con p ∈ U , lo si de�nisce ora come rgϕ(p)ψ ◦ f ◦ ϕ−1, esso
ha la proprietà di non dipendere dalle carte utilizzate. Per veri�care che
un'applicazione è di�erenziabile basta controllare che la condizione posta
valga per le carte di due atlanti rispettivamente di M ed N .

De�nizione 1.7 (di�eomor�smo). Sia f : M −→ N un'applicazione tra
varietà di�erenziabili, allora f di�eomor�smo se e soltanto se esiste l'inversa
f−1 e sia f che f−1 sono di�erenziabili .

De�nizione 1.8 (sottovarietà di�erenziabile). Sia (M,S) una varietà
di�erenziabile allora N ⊂ M n-sottovarietà di�erenziabile se e soltanto se
∀p ∈ N ∃(U,ϕ) ∈ S tale che p ∈ U e ϕ(U ∩N) = ϕ(U) ∩ Rn.

De�nizione 1.9 (applicazione regolare in un punto). Siano M = MSM

ed N = NSN
varietà di�erenziabili di dimensione rispettivamente m e n, e

sia f : M −→ N un'applicazione di�erenziabile allora, f si dice regolare in
p ∈ M se e soltanto se rgp f = min{m,n}.

1.3 Varietà orientabili

Per introdurre il concetto di varietà orientabile è necessaria un'ulteriore
condizione sui cambiamenti di carta: quella di conservazione dell'orienta-
zione. Se f : U −→ V è un'applicazione di�erenziabile regolare tra gli
aperti U, V ⊂ Rm, si dice che f conserva l'orientazione se e soltanto se
DetJx̄ f > 0 ∀x̄ ∈ U .

De�nizione 1.10 (atlante orientato). Un atlante di�erenziabile U = {(Uα,

ϕα)}α∈I ⊂ S si dice orientato se ϕαβ conserva l'orientazione ∀ α, β ∈ I.
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De�nizione 1.11 (orientazione). Un'orientazione O è un atlante orientato
massimale.

Una varietà si dice orientabile se ammette una orientazione. Si osserva
che per ogni atlante U orientato esiste ed è unica un'orientazione O tale che
U ⊂ O.

De�nizione 1.12 (m-varietà orientata). Una m-varietà orientata è una
coppia (M,O), alternativamente MO, con M = MS m-varietà di�erenziabile
e O un'orientazione su M .

Ogni varietà di�erenziabile connessa orientabile ha esattamente due orien-
tazioni opposte. Si può dare un'orienzione ad una curva semplicemente �ssan-
do un verso di percorrenza. Nel caso di una super�cie immersa in R3 l'orienta-
bilità coincide con l'esistenza di due facce distinte e scegliere un'orientazione
equivale a scegliere una delle due facce, in altre parole scegliere un campo
di versori normali alla super�cie. Un classico esempio di supe�cie non orien-
tabile è il nastro di Moebius in �g. 1.3. La conservazione dell'orientazione

Figura 1.3: una super�cie non orientabile (nastro di Moebius).

precedentemente espressa trova una sua de�nizione per le varietà orientate:
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focalizzandosi sempre sulla composta ψ ◦ f ◦ϕ−1 si può stabilire se passando
da una varietà all'altra si mantiene o meno l'orientazione.

De�nizione 1.13 (conservazione dell'orientazione). Sia f : MO1 −→
NO2 un'applicazione di�erenziabile regolare tra varietà orientate allora f

conserva l'orientazione se e soltanto se ψ ◦ f ◦ ϕ−1 conserva l'orientazione.

1.4 Somma connessa e doppio

A partire da due m-varietà connesse M, N se ne può costruire una terza con
la somma connessa. Per gli scopi di questa tesi sarà su�ciente considerare il
caso della somma connessa tra super�ci illustrato in �g. 1.4.

Figura 1.4: somma connessa nel caso di due super�ci.

De�nizione 1.14 (somma connessa). Siano M e N due super�ci con-
nesse, la somma connessa M]N è la super�cie connessa che si ottiene ri-
muovendo due dischi aperti D1 e D2 rispettivamente da M e N e attaccando
M \ D1 a N \ D2 mediante l'identi�cazione dei bordi ∂D1 e ∂D2 con un
omeomor�smo h : ∂D1 → ∂D2 (cioè si identi�ca ogni punto x di ∂D1 con la
sua immagine h(x) in ∂D2).
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Si può dimostrare che la somma connessa M#N dipende solo dalle due
super�ci M e N e non dalle scelte dei dischi D1 e D2 e dell'omeomor�smo h.
Un'altra costruzione che si utilizzerà nel seguito è quella del doppio di una

Figura 1.5: somma connessa nel caso di due tori.

varietà di�erenziabile. Anche in questo caso ci si limita a considerare il caso
delle super�ci (v. �g. 1.6).

De�nizione 1.15 (doppio della varietà). Sia M una super�cie connessa
con bordo, si de�nisce il suo doppio 2M essere la super�cie connessa senza
bordo che si ottiene come unione topologica di due copie di M i cui bordi
sono tra loro identi�cati mediante l'identità.

1.5 Super�ci orientabili

Ogni super�cie compatta connessa orientabile senza bordo è del tipo Tg (som-
ma connessa di g tori); se ad una super�cie compatta connessa orientabile con
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Figura 1.6: S2 ∼= 2B2.

bordo si incolla un disco lungo ogni componente di bordo si ottiene una su-
per�cie compatta senza bordo. Ogni super�cie compatta connessa orientabile
con bordo è del tipo Tg,n, queste sono a due a due non omeomorfe.

1.6 Manici e bande

De�nizione 1.16 (mi-manico). Data una m-varietà con bordo M , un mi-
manico attaccato ad M , con mi ≤ m, è una copia omeomorfa del prodotto
Bmi × Bm−mi ∼= Bm incollata ad M mediante una immersione h : ∂Bmi ×
Bm−mi → ∂M .

Nel caso delle super�ci si hanno manici in dimensione 0, 1 e 2 come
illustrato in �g. 1.7. In particolare, un 1-manico in dimensione 2 può essere
pensato come una banda attaccata ad una super�cie, identi�cando le due
estremità con due intervalli contenuti nel bordo della super�cie stessa.

Teorema 1.1 (trasformazione in bande). Sia S una super�cie compatta
e connessa con bordo allora S si può rappresentare mediante un numero �nito
di bande (1-manici) incollate ad un numero �nito di dischi (0-manici).
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Figura 1.7: manici nel caso bidimensionale.

1.7 Intorni regolari

Ogni varietà di�erenziabile N ammette unametrica riemanniana g (v. [Kosi93]).
Si indica con d la distanza geodetica indotta da g. Se M ⊂ N è una sotto-
varietà di�erenziabile, si denota con NεM = {q ∈ N | d(q, M) ≤ ε} l'intorno
tubolare di raggio ε > 0 di M in N .

Teorema 1.2. Data una varietà di�erenziabile N con distanza geodetica d e
una sottovarietà di�erenziabile compatta M ⊂ N , per ε > 0 su�cientemente
piccolo NεM ammette una struttura di Bn−m-�brato su M , con proiezione
π : NεM → M de�nita da π(x) = punto di M più vicino ad x.

De�nizione 1.17 (intorno regolare di�erenziabile). Data una sottova-
rietà M ⊂ N si dice intorno regolare di M in N l'insieme NεM = {q ∈
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N | d(q,M) ≤ ε} del tipo de�nito sopra, dove d è una distanza geodetica
arbitraria.

Figura 1.8: intorno regolare/tubolare caso m = 2.

Figura 1.9: intorno regolare/tubolare caso m = 1.

Si osserva che per ogni sottovarietà di�erenziabile compatta M ⊂ N esiste
sempre un intorno regolare e questo è unico a meno di di�eomor�smi di N ,
cfr. [Kosi93].



Capitolo 2

Nodi e super�ci di Seifert
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2.1 Nodi in R3

In questo capitolo si concentra l'attenzione sui nodi in R3 e sulle super�ci di
Seifert. Come già anticipato nell'introduzione, i nodi nascono come astrazio-
ne matematica dell'oggetto �sico dato da una corda con i capi giunti nello
spazio tridimensionale, che può essere �annodata� oppure �non annodata�.
In questa esposizione ci si limita a considerare nodi di�erenziabili regolari,
altrimenti detti docili . In realtà, esiste anche un concetto più generale di
nodo, comprendente anche i cosidetti nodi selvaggi , ma questo và al di là
degli scopi di questa tesi.

De�nizione 2.1 (nodo). Sia R3 lo spazio euclideo tridimensionale, allora
N ⊂ R3 si dice nodo se esiste un'immersione (un omeomor�smo sull'imma-
gine) di�erenziabile regolare h : S1 → R3 tale che h(S1) = N . Una unione
disgiunta di più nodi prende il nome di link.
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Figura 2.1: link di Hopf.

Due nodi possono essere equivalenti o isotopicamente equivalenti in base
alle de�nizioni seguenti:

De�nizione 2.2 (nodi equivalenti). N1, N2 nodi equivalenti se esiste un
di�eomor�smo h : R3 → R3 tale che h(N1) = N2.

De�nizione 2.3 (nodi isotopicamente equivalenti). N1 e N2 nodi isoto-
picamente equivalenti se esiste un'isotopia di�erenziabile dello spazio che por-
ta N1 su N2, ovvero se esiste un'applicazione di�erenziabile H : R3× [0, 1] →
R3 tale che ht : R3 → R3 è un di�eomor�smo per ogni t ∈ [0, 1], h0 = idR3 e
h1(N1) = N2.

Si può dimostrare che ogni di�eomor�smo di R3 che conservi l'orienta-
zione si può realizzare mediante un'isotopia. Quindi la di�erenza tra l'equi-
valenza isotopica e l'equivalenza sta nel fatto che si richieda oppure no che
il di�eomor�smo h nella de�nizione 2.1 conservi l'orientazione. Per esempio
il trifoglio sinistro e quello destro di �g. 2.2 sono equivalenti mediante una
ri�essione (che inverte l'orientazione dello spazio), ma non sono isotopica-
mente equivalenti.
Un nodo si dice banale se è equivalente all'immersione standard di S1 in R2

(come circonferenza unitaria), v. �g. 2.3. Tenendo conto del fatto che la ri-
�essione rispetto al piano R2 �ssa S1, è facile vedere che una tale equivalenza
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Figura 2.2: trifoglio destro e sinistro.

può essere sempre realizzata mediante un'isotopia. Un analogo concetto in

Figura 2.3: nodi banali.

dimensione diversa da 3 risulterebbe meno interessante, perché tutti i nodi
in Rn con n 6= 3 sarebbero banali. In particolare nel caso n = 2 si ha il
seguente teorema (cfr. [Kos88]):

Teorema 2.1 (di Schön�ies). Sia N una curva chiusa semplice in R2,
allora esiste un omeomor�smo h : R2 → R2 tale che h(N) ∼= S1 con S1

circonferenza standard in R2. Inoltre se N è di�erenziabile e regolare, allora
h si può assumere essere un di�eomor�smo.
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De�nizione 2.4 (ε-isotopia). Si de�nisce ε-isotopia una isotopia tale che
h0 = idR3 e d(ht(x), x) ≤ ε per ogni t, x.

Ogni nodo, a meno di perturbazioni isotopiche arbitrariamente piccole,
cioè di ε-isotopie con ε su�cientemente piccolo, ammette un diagramma nel
piano per mezzo di una proiezione non degenere, nel senso che gli unici punti
multipli sono punti doppi trasversali del tipo quello doppio proprio, v. �g.
2.4.

Figura 2.4: tipi di punti.

De�nizione 2.5 (diagramma del nodo). Sia p : R3 → R2, (x1, x2, x3) 7→
(x1, x2), la proiezione sul piano, si de�nisce il diagramma del nodo N ⊂ R3

l'insieme D = p(N), con l'evidenzazione dei sottopassaggi dei punti propri
doppi, assumendo sempre che la proiezione sia non degenere.

Combinando le mosse descritte in �g. 2.5, Reidemeister dà un criterio
per stabilire se due nodi sono isotopicamente equivalenti.

Teorema 2.2 (teorema di Reidemeisteir). Siano N1 ed N2 nodi di R3,
D1 e D2 i rispettivi diagrammi, N1 isotopicamente equivalente ad N2 se e
soltanto se esiste M = (M1, M2, . . . , Mj, . . . , Mn), sequenza �nita di mosse
che trasformi D1 in D2.
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Figura 2.5: mosse di Reidemeister.

Utilizzando diagrammi e movimenti di Reidemeister sono stati classi�cati
i nodi con diagrammi �no a 15 incroci. Nella �g. 2.7 si riportano i diagrammi
dei nodi �no ad otto incroci, cfr. [Lic97].

2.2 Super�ci di Seifert

De�nizione 2.6 (super�cie di Seifert). Sia L ⊂ R3 un link orientato,
una super�cie di Seifert S per L è una super�cie orientata in R3 tale che
∂S = L e l'orientazione OL del link L è indotta da quella O della super�cie.

Ogni nodo ammette una super�cie di Seifert (non unica, ovviamente). Per
esempio si può costruire una super�cie di Seifert a partire da un qualunque
diagramma orientato in modo abbastanza semplice. Sia D un diagramma
orientato per un link orientato L in S3 e D̂ sia D modi�cato per renderlo
senza sottopassaggi, compatibilmente all'orientazione. D̂ è unione disgiunta
di curve semplici chiuse orientate in S2 e D̂ è il bordo dell'unione di alcuni
dischi disgiunti tutti su una parte di S2. Collegando questi dischi insieme
con una banda mezza girata agli incroci, ciò forma una super�cie orientata
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Figura 2.6: una super�cie di Seifert.

con L il bordo (cfr. [Lic97]) ad esempio come in �g. 2.6, dove ci sono proprio
due dischi derivanti da questa costruzione e tre bande che li collegano.
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Figura 2.7: tabella dei nodi �no ad otto incroci.



Capitolo 3

Algebricità reale dei nodi
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3.1 Nozioni sugli insiemi algebrici

Si inizia questo capitolo introducendo alcuni concetti relativi agli insiemi
algebrici reali, che serviranno per la dimostrazione del teorema di Akbulut-
King. Un insieme algebrico altro non è che l'insieme di zeri di una famiglia
�nita di polinomi. Nel seguito si identi�cheranno i polinomi con le funzioni
polinomiali associate, cioè p ∈ R[x1, . . . , xn] sarà identi�cato con la funzione
polinomiale p : Rn → R de�nita (x1, . . . , xn) 7→ p(x1, . . . , xn).

De�nizione 3.1 (insieme algebrico reale). Se I = {p1, . . . , pk} ⊂ R[x1,

. . . , xn], allora l'insieme algebrico reale associato ad I è l'insieme V = V (I) =

V (p1, . . . , pk) = {x ∈ Rn | pi(x) = 0 ∀ i = 1, . . . , k}

Si osserva che, dati p1, . . . , pk ∈ R[x1, . . . , xn] e posto p = p2
1 + . . . + p2

k ∈
R[x1, . . . , xn], si ha: p(x1, . . . , xn) = 0 se e solo se pi(x1, . . . , xn) = 0 per ogni
i = 1, . . . , k. Quindi V (p1, . . . , pk) = V (p). Questa uguaglianza vale però
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solo a livello insiemistico, ma non quando si vogliano studiare gli insiemi
algebrici nella loro struttura più �ne, come per esempio le singolarità.

Ricordando la de�nizione di ideale generato da I, con I un sottoinsie-
me di R[x1, . . . , xn], in notazione (I), come l'intersezione di tutti gli idea-
li contenenti I, ovvero (I) = {p1q1 + p2q2 + . . . + phqh | p1, p2, . . . , ph ∈
I e q1, q2, . . . , qh ∈ R[x1, . . . , xn]}, si ha che V (I) = V ((I)). Infatti l'inclusio-
ne I ⊂ (I) implica immediatamente che V ((I)) ⊂ V (I) mentre l'inclusione
inversa segue dal fatto che se p1(x) = . . . = ph(x) = 0 allora si ha anche
p1(x)q1(x) + . . . + ph(x)qh(x) = 0.

Esempio 3.1 (di insiemi algebrici reali).

• In Rn, V (1) = ∅;

• in Rn, V (0) = Rn;

• in R2, V (x2
1 + x2

2 − 1) = S1 ⊂ R2, v. �g. 3.1;

Figura 3.1: V (x2
1 + x2

2 − 1) = S1.

• in R2, V (x2
1 + x2

2 − 1, x1, x2} = {(±1, 0), (0,±1)}, v. �g. 3.2;

• sia V ⊂ R3 il toro di rotazione costituito dai punti di R3 che hanno
distanza 1 dalla circonferenza di equazione x = 0, y2+z2 = 4. Allora V
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Figura 3.2: un altro insieme algebrico reale.

è un insieme algebrico di equazione (x2 +y2 +z2 +3)2 = 16(y2 +z2). Si
individuano su V il meridiano V1 di equazione z = 0, x2 + (y− 2)2 = 1

e un parallelo V2 di equazione x = 0, y2 + z2 = 1, entrambi insiemi
algebrici, v. �g. 3.3.

Figura 3.3: toro di rotazione intorno all'asse x.

Si dà ora la de�nizione di polinomio omogeneizzato associato di un dato
polinomio.
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De�nizione 3.2 (omogeneizzato di un polinomio). Se p ∈ R[x1, . . . , xn]

è un polinomio, allora il suo omogeneizzato è p∗ ∈ R[t, x1, . . . , xn] de�nito
p∗(t, x) = tdp(x/t) con d grado di p. Il polinomio p∗ risulta essere omogeneo
di grado d.

Esempio 3.2 (di polinomio omogeneizzato). Se p(x, y) = x2+xy3+y3 allora
p∗(t, x, y) = t4 ·p(x/t, y/t) = t4((x/t)2+x/t(y/t)3+(y/t)3) = t2x2+xy3+tx3.
Và fatto notare che p∗(1, x) = p(x). Questo passaggio, che consente di tor-
nare dall'omogeneizzato al polinomio di partenza, si chiama deomogeneizza-
zione.

De�nizione 3.3 (polinomio aperto). Un polinomio p ∈ R[x1, . . . , xn] si
dice aperto se p∗(0, x) 6= 0 per tutti gli x ∈ Rn \ {0}.

Esempio 3.3 (di polinomio aperto). p(x, y) = x2
1+x2

2−1, infatti: p∗(0, x) =

x2
1 + x2

2 + 0 6= 0 fuori da (0, 0).

De�nizione 3.4 (insieme algebrico chiuso proiettivamente). Un in-
sieme algebrico V ⊂ Rn si dice proiettivamente chiuso se esiste un polinomio
aperto p ∈ R[x1, . . . , xn] tale che V = V (p).

Dire che V è proiettivamente chiuso equivale a dire che è limitato in Rn.

De�nizione 3.5 (punto non singolare di dimensione d in V). x ∈
V = V (I) tale che ∃ pi ∈ (I), i = 1, 2, ..., n − d, ed ∃ U ⊂ Rn intorno di x

cosicché:

• U ∩ V = U ∩⋂n−d
i=1 p−1

i (0),

• i gradienti (5pi)x, i = 1, 2, . . . , n− d sono linearmente indipendenti.

De�nizione 3.6 (dimensione di V). dim(V ) = max{d | ∃ x ∈ V non
singolare di dimensione d}.
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De�nizione 3.7 (insieme delle non singolarità). Nonsing V = {x ∈ V |
x punto non singolare di dimensione dim(V )}. Analogamente si de�nisce
l'insieme delle singolarità di V come Sing V = V \ Nonsing V . Si dice
insieme algebrico reale non singolare un insieme algebrico reale V tale che
Sing V = ∅.

Esempio 3.4 (di insiemi algebrici singolari). In R3, x2
1 + x2

2 = x2
3 è l'equa-

zione di un cono che ha come unico punto singolare il suo vertice, x1x2 = 0 è
l'equazione dell'unione di due piani coordinati, che ha come insieme di punti
singolari tutta la retta comune ai due piani.

Esempio 3.5 (di insiemi algebrici non singolari).

V = {(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | 16
n+1∑
i=2

x2
i = (3 +

n+1∑
i=1

x2
i )

2},

V1 = {(x1, x2, 0, 0, . . . , 0) ∈ Rn+1 | x2
1 + (2− x2)

2 = 1},

V2 = {(0, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 |
n+1∑
i=2

x2
i = 1}

sono tutti insieme non singolari.

3.2 Risultati preliminari

È noto che la sfera S3 ⊂ R4 è possibile riguardarla come la compatti�cazione
di Alexandro� di R3, R̂3 = R3∪{∞} ∼= S3, infatti la proiezione stereogra�ca
(v. �g. 3.4) dal punto ∞ = (0, 0, 0, 1) dà un omeomor�smo tra S3 − {∞} e
R3. Quindi ogni nodo in R3 si può in realtà intendere contenuto in S3.
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Figura 3.4: compatti�cazione del piano.

De�nizione 3.8 (separazione compatta). Sia X uno spazio topologico ed
S ⊂ X, allora S separa compattamente X se esistono insiemi chiusi X0 e
X1 tali che X = X0

⋃
X1 e S = X0

⋂
X1 con X1 compatto.

Lemma 3.1. Siano X e Y ⊂ Rn due insiemi algebrici non singolari tali
che X ⊂ Y e dim(X) = dim(Y ) allora X \ Y è un insieme algebrico non
singolare e X t Y è anche esso un insieme algebrico non singolare.

dimostrazione
La dimostrazione segue dal lemma 1.6 di [AK81b].

q.e.d.
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Lemma 3.2. Siano X, Yi, Zi ⊂ Rn insiemi algebrici con i = 1, . . . , k, sia
U ⊂ Nonsing X una sottovarietà compatta di�erenziabile con �brato normale
banale, sia poi Zi ∩ Zj = ∅ per ogni i 6= j e sia Yi ⊂ (Nonsing Zi) ∩ ∂U ,
inoltre Zi ∩ ∂U contenga un intorno di Yi in Zi per ogni i = 1, . . . , k, allora
per ogni ε > 0 esiste una ε-isotopia H, che �ssa Y1∪ . . .∪Yk, tale che h1(∂U)

è un insieme algebrico non singolare. Inoltre se ogni Yi è chiuso proiettiva-
mente allora l'insieme algebrico h1(∂U) di cui sopra si può assumere chiuso
proiettivamente.

Corollario 3.1. Sia L ⊂ R3 un link allora esiste una piccola isotopia di R3

che trasforma L ad un insieme algebrico non singolare chiuso proiettivamen-
te.

dimostrazione
Sia U una super�cie di Seifert per N , il risultato segue dal lemma 3.2

ponendo X = R3, Yi = ∅ = Zi e U = U .

q.e.d.
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3.3 Il teorema di Akbulut-King

S'intenda con εS3 ⊂ R4 la sfera di raggio ε centrata nell'origine di R4.

Teorema 3.1 (algebricità dei nodi in S3). Sia N ⊂ S3 un nodo allora
esiste un insieme algebrico reale Z ⊂ R4 con Sing Z = ∅ tale che la coppia
(S3, N) è di�eomorfa alla coppia (εS3, εS3 ∩ Z).

dimostrazione
La dimostrazione consta di due parti, una sull'esistenza degli insiemi

algebrici dai quali costruire l'isotopia e l'altra sull'esistenza dell'isotopia.

Si debbono prendere un punto ∞ sulla sfera, ma non sul nodo, ed un
di�eomor�smo h : S3 \{∞} → R3; si mostra che ci sono un insieme algebrico
non singolare chiuso proiettivamente W ⊂ R3 ed un sottoinsieme algebrico
L ⊂ W tali che il bordo di un intorno regolare di�erenziabile di L in W è
isotopo in R3 ad h(N), copia di�eomorfa del nodo. Si prendano V, V1, V2

Figura 3.5: toro di rotazione intorno all'asse x.

dell'esempio 3.1 sugli insiemi algebrici reali di pag. 23, v. �g. 3.5, si nota
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che V, V1 e V2 sono insiemi algebrici non singolari chiusi proiettivamente.
Sia ora U ⊂ R3 una super�cie di Seifert per h(N). A meno di traslazione si
può assumere U ∩ V = ∅. Si pone quindi U ′ = U#V somma connessa di U

e V per mezzo di un tubo (1-manico vuoto), curando di connetterlo a V da
qualche parte in V − (V1 ∪ V2), v. �g. 3.6. In questo modo V1 ∪ V2 ⊂ U ′ e
V2 ⊂ U ′, inoltre ogni intorno su�cientemente piccolo di V1∪V2 in U ′ è anche
intorno di V1 ∪ V2 in V . Togliendo un disco aperto D da U ′, si ottiene una

Figura 3.6: la Seifert connessa al toro.

super�cie U ′′ = U ′−D il cui bordo ∂U ′′ è costituito da due componenti: N e
∂D. Se si astrae dall'immersione di U ′′ in R3, per il teorema 1.1 (trasformata
in bande) v'è una rappresentazione di U ′′ in R3 come unione di bande e dischi
come mostrato in �g. 3.7.
Si considerino le due sottovarietà L1 e L2 di U ′′ tra loro trasversali rappresen-
tate in �g. 3.8. Si può assumere che V1 e V2 siano rispettivamente componenti
di L1 e L2. Allora si ha che U ′′ \(L1∪L2) è di�eomorfa a ∂U ′′× [0, 1), mentre
U ′\((L1−V1)∪L2) è di�eomorfa a ∂U ′×[0, 1). Sia W ′ = 2U ′′ il doppio di U ′′.
Poiché U ′′ ha �brato normale banale, si può considerare un di�eomor�smo
g : R3 → R3 tale che g(U ′′) ∩ U ′′ = ∂U ′′ e g(U ′′) ∪ U ′′ sia una sottovarietà
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Figura 3.7: U ′′ in R3 dopo astrazione e riduzione in bande.

Figura 3.8: caratterizzazioni delle Li.

di�erenziabile W ′ di R3 (v. �g. 3.9). Notare che g(L1)∪ (L2 \V2) è un link.
Per il corollario 3.1 c'è un'isotopia che trasforma g(L1) ∪ (L2 \ V2) in un
sottoinsieme algebrico non singolare chiuso proiettivamente di R3 e così si
può assumere a meno di isotopie che g(L1)∪L2 sia un insieme algebrico non
singolare per il lemma 3.1.
W ′ separa compattamente R3, per il lemma 3.2 c'è un'isotopia che porta
W ′ su un insieme algebrico non singolare chiuso proiettivamente W , �ssando
V1 ∪L2 ∪ g(L1). Sia f : R3 → R3 il di�eomor�smo �nale di questa isotopia e
sia W = f(W ′). L1 ∪ g(L1) separa in una parte compatta W ′ e per il lemma
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Figura 3.9: 2U ′′ per incollamento.

3.2 f(L1 ∪ g(L1)) è un insieme algebrico non singolare.
L'insieme f(L1 ∪ g(L1)) \ (V1 ∪ g(L1)) = f(L1 \ V1) è algebrico non singolare
per il lemma 3.1, inoltre f(L2∪ (L1 \V1)) = L2∪f(L1 \V1) è un sottoinsieme
algebrico L di W . Da notare che un intorno regolare di L in W è isotopo ad
un intorno regolare di L2 ∪ (L1 \ V1) in U ′′ il cui bordo è isotopo a sua volta
al nodo h(N) = ∂U ′.

Siano p e q polinomi aperti tali che W = V (p) e L = V (q), e siano p∗ e
q∗ i polinomi omogenei ad essi associati.
Si consideri l'insieme algebrico

Z = {(t, x) ∈ R× R3 | t2deg(q)+1 = (q∗(t, x))2 e p∗(t, x) = 0}.

Se (t, x) ∈ Z allora t ≥ 0, inoltre se t = 0 allora p∗(0, x) = 0 così x = 0

essendo p un polinomio aperto.
Quindi εS3∩Z = εH3∩Z con εH3 = {(t, x) ∈ R×R3 | t2+| x |2 = ε2, t > 0}
semisferetta superiore.
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Se ϕε : R3 → εH3 è il di�eomor�smo

ϕε(y) = (ε, εy)/(1 + | y |2)1/2 allora

ϕ−1
ε (εH3 ∩ Z) = {y ∈ R3 | p(y) = 0 e q4(y)(1 + | y |2) = ε2} =

{y ∈ W | q4(y)(1 + | y |2) = ε2} infatti:

y ∈ ϕ−1
ε (εH3 ∩ Z) ⇐⇒ ϕε(y) ∈ εH3 ∩ Z ⇐⇒ (t, x) = ε(1, y)/

√
1+ | y |2

soddisfa le equazioni di Z.
Si deve avere

(t, x) = ε(1, y)/
√

1+ | y |2 = (ε/
√

1+ | y |2, εy/
√

1+ | y |2),

t = ε/
√

1+ | y |2, x = εy/
√

1+ | y |2.

Dalla prima equazione si ha:

(ε/
√

1+ | y |2)2deq(q)+1 = (q∗(ε/
√

1+ | y |2, εy/
√

1+ | y |2))2,

(ε/
√

1+ | y |2)2deq(q)+1 = [(ε/
√

1+ | y |2)deq(q)q∗(1, y)]2,

(ε/
√

1+ | y |2)2deq(q)+1 = (ε/
√

1+ | y |2)2deq(q)q(y)2,

ε/
√

1+ | y |2 = q(y)2,

ε2/(1+ | y |2) = q(y)4,

q(y)4(1+ | y |2) = ε2.

Dalla seconda equazione si ha:

p∗(ε/
√

1+ | y |2, εy/
√

1+ | y |2) = 0,

(ε/
√

1+ | y |2)deq(p)p∗(1, y) = 0,

p(y) = 0.
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Essendo q4(y)(1+ | y |2) = 0 solamente su L, da [Kin] si ha che: per un ε ab-
bastanza piccolo ϕ−1

ε (εH3∩Z) è il bordo di un intorno regolare di�erenziabile
di L in W , quindi:

ϕ−1
ε (εH3 ∩ Z) è isotopo a h(N),

εH3 ∩ Z è isotopo a ϕε(h(N)),

εS3 ∩ Z è isotopo a εN in εS3, in quanto

ϕε(h(N)) e εN sono nodi equivalenti in εS3.

q.e.d.
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