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Numeri primi e teorema fondamentale dell’aritmetica
Definizione:   n∈N , con n
[image: image1.wmf]³

2 si dice:

- primo se gli unici divisori di n sono 1 e n

- composto altrimenti

ES: -Numeri primi: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, ...

       -2 è l’unico pari “ the oddest prime ”  (Zassenhaus)  

Teorema fondamentale dell’aritmetica: 

Ogni naturale n 
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2 si decompone in uno ed un solo modo ( a meno dell’ordine dei fattori ) come prodotto di numeri primi.
Dim:dimostriamo per assurdo:
immaginiamo che esistano dei numeri interi positivi  con due fattorizzazioni e sia m il minimo di tali numeri interi:

m = 
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in cui le 
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  e le 
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 sono primi. Cambiando se necessario l’ordine delle 
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  e delle 
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, possiamo supporre che 
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Ora 
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 non può essere uguale a 
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 perché altrimenti si potrebbe semplificare dai due membri dell’uguaglianza (1) il primo fattore e si otterrebbero due scomposizioni essenzialmente diverse in fattori primi di un numero naturale intero minore di m, contro l’ipotesi che m sia l’intero più piccolo per cui questo è possibile. 
Quindi o è 
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Supponiamo 
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( per l’altro caso è sufficiente scambiare le lettere 
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 e 
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 in ciò che segue). Formiamo il numero:
m’ = m  -  (
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Sostituendo a m le due espressioni dell’uguaglianza (1) si ottiene:

m’=
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m’=
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Essendo 
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 segue dalla (4) che m’ è un numero intero positivo e dalla (2) che m’ è minore di m.

Quindi la scomposizione in fattori primi di m’ deve essere unica , a parte l’ordine dei fattori. 
Ma dalla (3) risulta che 
[image: image28.wmf]1

p

  è un fattore di m’ perciò nella (4)  
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 deve comparire come un fattore        o           di 
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(ciò dalla supposta unicità della scomposizione in fattori primi di m’). 
Il secondo caso è impossibile perché tutte le 
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sono maggiori di 
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. 
Quindi 
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 deve essere un fattore di 
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 per cui  che 
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Ma da questo risulta che 
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 è un fattore di 
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 contro l’ipotesi che 
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 sia primo. 

Questa contraddizione mostra l’assurdità delle ipotesi iniziali e completa la dimostrazione del teorema.
Teorema :L’insieme dei  numeri primi è infinito.

Dim: (riportiamo la dimostrazione di Euclide)

Dimostriamo per assurdo: 

supponiamo che l’insieme dei numeri primi sia finito e indichiamo con I questo insieme:

 I =
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, dove 
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 è il numero primo più grande di tutti.. Moltiplichiamo tra loro questi numeri e aggiungiamo 1 al risultato. Otteniamo così il numero:

                               N  =  
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Questo numero non è divisibile per 2 perché la sua espressione ci dice che dividendolo per 2 si ottiene come resto 1  

( si tenga presente il teorema del quoziente e del resto e del  fatto che    N = 
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Analogamente N non è divisibile per 3 (si avrebbe come resto 1) e non è divisibile per ogni numero dell’insieme I. 

Questo è assurdo perché N ( non appartenendo a I e non essendo quindi primo) deve essere rappresentabile come prodotto di fattori primi e quindi deve essere divisibile per uno dei numeri 1,3,5,…p.   

L’assurdo nasce dall’aver supposto che I comprende tutti i numeri primi.

Definizione:dati a,b
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N

Î

 , si dice massimo comun divisore di a e b il numero naturale d tale che:

   -d è divisore di a e b

   - ogni divisore comune di a e b  è minore o uguale a d.

Oss: indicheremo d con (a,b)

Definizione:dati a,b
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 , si dice minimo comune multiplo  di a e b il numero naturale m
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 tale che:

   - m è multiplo  di a e b

   - ogni multiplo  comune 
[image: image51.wmf]0

¹

  di a e b  è maggiore  o uguale a m.

Oss: indicheremo m con [a,b]

Per la determinazione (a,b) è possibile usare il procedimento di Euclide che deriva dalla validità delle seguenti enunciati:

assegnati due numeri a e b (supponendo a
[image: image52.wmf]³

b),  eseguendo la divisione,  sino   q   e    r rispettivamente il quoziente e il resto cioè   
(*)      a=bq+r                     (dove 0
[image: image53.wmf]£

r<b),    

allora :
1. un intero d che sia divisore di  a e b  e  divisore anche di r.

2. un intero d che sia divisore di b e di r è divisore anche di a. 

Dim:1.    se d divide a allora           
a = d a’            
e se   d   divide  b allora             
b = d b’. 
Sostituendo nella (*)si ottiene
d a’= d b’ q+r  
e ricavando r : 
r = d a’ –d b’q = d(a’-b’q)

Questa relazione mostra che d divide r.

Dim:2.     se d divide b allora     
b = d b’        
e se d divide r allora    
r = d r’ 
Sostituendo nella (*)si ottiene

a= d b’ q+d r’  = d(b’q+r’)    
Questa relazione mostra che d divide a.

In base alla dimostrazione appena fatta , per trovare il m.c.d tra a e b conviene procedere nel seguente modo:

· si divide a per b e se il resto della divisione è zero si prende  b = (a,b);

· se il resto è diverso da zero si considera (a,b) = (b,r)

· si divide ora b per r e se il resto  r’ è zero r risulta il numero cercato

· se r’ è diverso da zero si cerca il m.c.d. della coppia r,r’ cioè (b,r) = (r, r’)

· ….

· La ricerca termina quando si trova per la prima volta il resto delle divisione uguale a zero.

Questo procedimento prende il nome di procedimento di Euclide o delle divisioni successive.
Esempi:
· (72,22)=2

· (1253,27)=1   
cioè i numeri 1253 e 27 sono primi tra loro

· (12,6)=6

Esercizi

1. Nella dimostrazione di Euclide si fanno intervenire i numeri del tipo 
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Verifica che sono tutti numeri primi tranne uno. Qual è la differenza tra questi numeri e quello della dimostrazione (che genera un numero primo)?


2. Considerare i numeri
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verificare che sono tutti composti. 
Fino a quale valore di 
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 il numero 
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 risulta composto?
In generale preso l’insieme dei numeri primi compresi tra 2 e un numero p : 
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[image: image66.wmf]2

³

m

 si può affermare che risulta composto il numero 
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 ? (possiamo così constatare che esistono file di numeri composti consecutivi lunghe quanto si vuole)


3. Se  a   è un numero dispari , i numeri   a    e     a+2    sono primi tra loro; perché?
Analogamente se a non è divisibile per 3,  a   e   a+3    sono primi tra loro.


4. Si consideri la successione di Fibonacci:  0,1,1,2,3,5,8,13,…. che è così definita: i primi due termini sono 0 e 1 e degli altri termini ciascuno è somma dei due che lo precedono (
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). Dimostrare che due termini successivi della successione di Fibonacci sono primi tra loro.
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